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1 Probleme 535-2

Le n-iéme nombre triangulaire A, s’obtient en ajoutant n au précédent et donc est la
somme des entiers de 1 an. Ona Ay =1; Ay =3; Az =6; Ay = 10; A5 =15, ...

Par exemple, il est possible d’écrire 7 comme une combinaison des 5 premiers nombres
triangulaires avec des coeflicients +1 et —1 :

7T=—1—-3+6—-10+15
= (=1)A; + (-1)As + (+1)Ag + (=1)A4 + (+1)As.

Plus généralement, il faudrait montrer que pour tout entier relatif N il existe un entier
naturel n tel que N peut s’écrire comme une combinaison a coefficients 41 ou —1 des n
premiers nombres triangulaires.

Réponse proposée :
e On commence par traiter deux exemples. La relation utile étant, pour tout i € N* :
A —A=i+1
— Exemple dans le cas pair :

8=2+2+2+2
= (4—2) + (8 = 6) + (12 — 10) + (16 — 14)
= ((A4 — A3) — (A2 — Ay)) + ((Ag — A7) — (A6 — A5)) + ...
o ((Ar2 = A1) — (A1o — Ag)) + ((A1s — A1s) — (A1a — Ag3))
=A1—Ay—Az+ Ay + A5 —Ag— A7+ Ag+...
cooDg—Ayg— Ay + Do+ A1z — Ay — Ays + Age

— Exemple dans le cas impair :

5=1+2+2
=1+(5-3)+(9-17)
= A1 + ((As — Ay) — (A3 — Az)) + ((Ag — Ag) — (A7 — Ag))
=A1+A2—A3—-—A4+A5+A6—A7—A3+Ag

On généralise la construction proposée dans ces deux exemples.



« [Cas NeN']

Les propriétés permettant d’obtenir le résultat sont les suivantes :

— Soit i € N*, par définition de A; ona: Aj 1 — A; =i+ 1.

— On déduit du point précédent que pour tout i € N*, on a
(Ai+3 = A'H—Q) - (Af—l—l - At) =743 - (i + 1) =2

Ainsi, dans le cas ou N est pair, i.e. N =2p avec pe N*, on a :

P
N=2p=73 (Ag— Ag1) — (Age—z — Agi—3)
k=1 ' >

=2

On a bien écrit N comme une combinaison des n = 4p = 2N premiers nombres trian-
gulaires & coefficients +1 ou —1.

De méme, dans le cas ot N est impair, i.e. N=1+2pavecpe N, on a :

4

—

p
N=1+2p= A; + g_::l £A4k+1 — Auyk) = (Ask—1 — Agg—3)
Zy = =2

On a bien écrit N comme une combinaison des n = 4p + 1 = 2N — 1 premiers nombres
triangulaires a coefficients +1 ou —1.

- [Canez]

Soit N € Z*. On a —N € N* et, d'aprés ce qui précéde, il existe n € N* et
(Z1y...,@n) € {+1; —1}" tels que

—N = i T A;G
k=1

ainsi

—— (9

n
N = Z (—;Iik) Ak
k:15{+1;-1}

On a bien écrit N comme une combinaison des n premiers nombres triangulaires a
coefficients +1 ou —1.

o [Cas N = 0]

Ona 0=-1-3-6+10= —A; — As — Az + Ay, donc 0 est écrit comme une
combinaison des 4 premiers nombres triangulaires a coefficients +1 ou —1.



