2 Probleme 535-3

On définit les suites (F},) et (L,) de Fibonacci et de Lucas par les relations de récurrence :

Foo=Fo+F,avecF1 =F,=1 ; Lpyo=Lpi1+Lpavecl;i=1etLy=3

n T
Soit n € N*. Montrer que Z L= Z F;+2F,1—2.

i=1 i=1

Réponse proposée :
e Le résultat est clair dans lecasoun =1 (L; — F} =0 = 2(F; —1)).
¢ Il faut donc montrer que pour tout n € N — {0; 1}

n—1

2(Fnn—1) = Y (Li— F)) = Y\ (Li—= F) = ), (Lit1 — Fiy1)
i=2

i=1 =1

Pour tout n = 2, I'expression F,, .1 —1 peut étre réécrite a I'aide d’une somme télescopique
et de la relation Fl, 0 — Fl,u1 = F,

L T n n—1

E1+1_1=Fn.+I_F]=Z( ‘H—I_F Z a+1_Ft=Z =ZF
i=1

i=1 i=2 i=2
En fin de compte, il faut montrer, pour tout n = 2, que :

n—1 n—1

> (2F) = Z (Li+1 — Fiv1) (2.1)

i=1 i=1

e En fait, pour tout i € N*,
En effet :

les expressions L;+1 — Fj et 2F; sont égales }

— Méthode 1 : En explicitant les suites (L) et (F},) :
les suites (F,) et (Ly) étant linéaires récurrentes d’ordre 2, on peut les expliciter.
L’équation caractéristique (commune aux deux suites) > —r — 1 = 0 admet deux
solutions
1++/5 . ]
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A T'aide des conditions F; = 1 et F5 = 1, on obtient que

(p:

pour tout n € N*, F,, = % (" —F")

A T'aide des conditions L; = 1 et Ly = 3, on obtient que
pour tout ne N*, L, =" +3"

Ainsi, pour tout i € N*, on a

1 ; 1 .
Liyi—Fip=(1-— ”’1+(1+—-) 7!
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— Méthode 2 : En raisonnant par récurrence double :
x Casn=1:Lo—F=3—-1=2=2x1=2F.
Casn=2:L3—F3=4-2=2=2x1=2F,.
* Soit n € N*. Supposons que Ly+1 — F41 = 2F, et que Lo — Fri0 = 2F, 1.
Montrons que L3 — Fpiz = 2F, 0.

Lpt3 — Fryz = (Lpy2 + Lng1) — (Fas2 + Fry1)  (par définition de (L) et (F,))
= (Lnt+2 — Fnt2) + (Lag1 — Fos1)
= 2F, 41 + 2F, (par hypothéses de récurrence)
= 2F,+2 (par définition (Fy))

* Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, L, — Fy,u1 = 2F, .

La relation (2.1) est donc vraie, ce qui conclut la preuve.



