
Exercice 538-4 
 
On a le système 
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On va montrer que x , y et z  ne peuvent pas être nul. 

Supposons que 0=x , on a alors 
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donc 512212 222
=+−=++− zzzzz  soit 022

=−− zz  donc 2=z  ou 1−=z  

Or ( ) 781221 33
=+−=+−  et ( ) ( ) 718111

33
=−=−++  

donc si x , y et z  sont solutions du système aucun ne peut être nul et 3111000

0 =++=++= zyxA  

 
On va commencer avec n un entier positif 
Soit x , y et z  solution du système on a alors 

( ) ( ) zyzxyzyxxzxyzyzxyzyxxzxyzyxzyxzyx ++++++=++++++++==++×++ 51 222  

Donc 4−=+++++ zyzxyzyxxzxy  

 

( ) ( ) 222222333222 5 zyzxyzyxxzxyzyxzyxzyx ++++++++==++×++  

Donc 1222222
=+++++ zyzxyzyxxzxy  

On note 1222222
2 =+++++= zyzxyzyxxzxyB  

 

Soit ( ) ( ) nnnnnnnnnnnnnnn zyzxyzyxxzxyzyxzyxzyxzyx ++++++++=++=++×++
+++ 111  

On note 
nnn

n zyxA ++=  et nnnnnn

n zyzxyzyxxzxyB +++++=  

Donc 1+
−= nnn AAB  ou nnn BAA −=

+1  (*) 

 
Combien vaut xyz  ? 

( ) ( ) xyzzyzxyzyxxzxyzyxzyx 63 2222223333
+++++++++=++  

Soit xyz6134113
+×+==  donc 1−=xyz  

Ce qui montre aussi que x, y et z ne peuvent pas être nuls. 
Déterminons 
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Quelques calculs liminaires 

( ) ( ) 12
222

11 1 BAzyzxyzyxxzxyzyxzyxzyxAA +=++++++++=++×++==×  

Donc 415121 =−=−= AAB . Ce qui n'est pas vraiment utile pour la suite. 
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De  (*) il vient 1394334 =+=−= BAA  
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Donc 458 B−=  et 34 −=B  

On est donc dans la situation suivante 
n 

nA  nB  

1 1 4 
2 5 1 
3 4 -9 

4 13 -3 
 

On va montrer par récurrence qu'à partir du rang 3 , nA  est une suite d'entier naturel strictement croissante 

et que nB  est un entier strictement négatif. 

 

On pose donc comme hypothèse de récurrence qu'à partir du rang 3 , nA  est une suite d'entier naturel 

positif strictement croissante et que nB  est un entier strictement négatif. 

 

On a nnn BAA −=
+1   or nA  est un entier naturel positif et nB  est un entier strictement négatif donc 1+nA  est un 

entier strictement positif et nn AA >
+1 . 

De plus =× 1'AAn
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Donc 112
+−

−=× nnn BAA  soit nnnnnn AAAAAB −−=×−=
−−+ 111 2  

Par hypothèse de récurrence nA  et 1−nA  sont des entiers strictement positifs, 01 <−
− nn AA  donc 1+nB  est 

bien un entier strictement négatif. 
On a bien montrer la proposition par récurrence. 
 
On va voir ce qui se passe quand n est négatif, on pose  
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On a 12
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Ainsi on a successivement 
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On est donc dans la situation suivante 
n 

n'A  nC  

1 2 2 

2 6 1 
3 11 4 
4 26 -5 
5 57 15 
 

On va montrer par récurrence qu'à partir du rang 4 , n'A  est une suite d'entier naturel strictement croissante 

avec  12
−

×> nn 'A'A et que nC  est une suite alternée d'entier. Plus précisément 0>nC  si n est impair et 

0<nC  si n est pair. 

 
L'hypothèse est bien vérifiée au rang 4. 
On suppose l'hypothèse vérifié jusqu'au rang n. 
On a 
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Si n est impair 0>nC , n+1 est pair et ( ) 1
1

=
+n

xyz  et 021 >=−
++ nnn C'A'A  

Si n est pair 0<nC , n+1 est impair et ( ) 1
1

−=
+n

xyz  et 012 <−=
++ nnn 'A'AC  

nC  est bien une suite alternée 

 

On a bien vérifié l'hypothèse au rang n+1 et donc on a nnn

n zyxA ++=  pour tout n entier. 

 

Un petit programme Python pour trouver les valeurs de nA  

inv=[3,2,6,11] 
c=[3,2,1,4] 



 
for i in range(4,20): 
    c.append((inv[i-1]-inv[i-2])*(-1)**(i-1)) 
    inv.append(inv[1]*inv[i-1]-c[i-1]*(-1)**(i-1)) 
 
print("A' : ",inv) 
#print(c) 
 
a=[3,1,5,4] 
b=[3,4,1,-9] 
 
for i in range(4,20): 
    a.append(a[i-1]-b[i-1]) 
    b.append((a[i-1]*2-a[i-2])*(-1)) 
 
print("A : ",a) 
#print(b) 
 
 
Mais il convient de se poser la question : y a t'il des solutions au système ? 
 
Je commence à faire un changement de repère orthonormé. 
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On a alors 
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En utilisant les formules de Cardan avec k=0, 1 ou 2 
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Ce qui fait 6 solutions mais comme x, y et z jouent les mêmes rôles on peut faire des permutations 
circulaires mais en fait elles sont réalisées par les variations de k.  
 

Géométriquement, dans le repère orthonormé (O,I, J, K) on a 
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;;G  le centre de gravité de IJK. 

Dans le plan (IJK), les solutions sont sur le cercle de centre G et de rayon 
3

14
 mais ce n'est pas un 

hexagone régulier. 
 

 


