Exercice 538-4
On a le systéme

x+y+z=1
x*+y2+72=5
P+yd+2=4
On va montrer que x, yet z ne peuvent pas étre nul.

Supposons que x =0, on a alors
y+z=1

yi4z2=5
V=4
y=1-z
(1—z)2+z2=5
(1—z)3+z3=4

donc z2 -2z +1+7° =27 -2z+1=5 soit z°-z-2=0 donc z=2 ou z=—1
Or(1-2P+2°=-1+8=7 et 1+1° +(-1° =8-1=7
donc si x, yet z sont solutions du systéme aucun ne peut étre nul et A, =x° +y° +z° =1+1+1=3

On va commencer avec n un entier positif
Soit x, yet z solution du systéme on a alors

(x+y+z)x(x+y+z)=1=x+y2+ 22 +xy+xz+ yx+ yz+ 20+ 2y =5+ xy + X2+ yx + yz + 2x + 2y
Donc xy +xz+ yx+ yz+zx+zy =—4

(x+y+z)><(x2+y2+Z2)=5=x3+y3+z3+xy2+x12+yx2+yzz+zx2+zy2
Donc xy? +xz2 + yx2 + yz2 + zx2 + zy% =1
On note B, = xy® + xz° + yx® + yz° + zx° + zy* =1

Soit (x+y+2)x(x" + 3" +2")=x" +y" 2" =2 4y 2 by g a2+ gy
On note

A =x"+y"+7"et B,=xy" +xz" + yx" + yz" + zx" + zy"

Donc B, =A, -4, 0u A, =A -8B, ()

Combien vaut xyz ?
(x+ y+z)3 =x+y°+7° +3(xy2 +x22 + yxP v+ o + zy2)+ 6xyz
Soit 1* =1=4+3x1+6xyz donc xyz =—1
Ce qui montre aussi que x, y et z ne peuvent pas étre nuls.
Déterminons

1 1 1

A, =A=—+—+—
X y z

2 2 2 2 2 2
(x+y+2)x l+l+1 S TR I SR TP A S AT T R e e e L
Xy Z y < X < Xy Xy<
SoitA’1:1+l+1:3+b—2:3+i:2
X vy z Xxyz -1



Quelques calculs liminaires
AXA =1=(x+y+z)x(x+y+2)=x+y? + 22+ xy+ xz+ yx + yz+ zx + 7y = A, + B,
Donc B, =A, - A, =5-1=4. Ce qui n'est pas vraiment utile pour la suite.

1 1 1 2 2 2 2 2 2 B
AxA=10= (P + Y2+ 22)x| —+—4— |=xty+z+—+p g Xy 25— p e
X y z y z x z x Yy xyz

donc 1O=1+B—31 et B, =-9

De (*)ilvient A, =A,-B,=4+9=13

1 1 1 3 3 3 3 3 3 B
Ax A =8=(x®+ )+ 28| —t— 4 |= P+ 2P+ T TS g P

Xy < y Z X Z X y xXyz
Donc 8=5-B, et B, =-3

On est donc dans la situation suivante

n|A |B,
111 4
2[5 |1
3|4 [-9
4113 -3

On va montrer par récurrence qu'a partir du rang 3, A, est une suite d'entier naturel strictement croissante
et que B, est un entier strictement négatif.

On pose donc comme hypothéese de récurrence qu'a partir du rang 3, A, est une suite d'entier naturel
positif strictement croissante et que B, est un entier strictement négatif.

Ona A=A, —-B, or A, estun entier naturel positif et B, est un entier strictement négatif donc A,,, est un
entier strictement positifet A ,, > A, .

n+1
' n n n 1 1 1 n—1 n—1 n—1 x” xn y” y” Zn Zn B +1
De plus A, x A, = (x +y"+z )x —+—+—|=x""+y" +7 +t—F—+—F+—+—+—=A  +
Xy zZ y Z X Z X oy xyz

Donc A, x2=A ,—B,, SOt B,,,=A ,—A x2=A_,—A —A
Par hypothése de récurrence A, et A, _, sont des entiers strictement positifs, A, , — A, <0 donc B,,, est

bien un entier strictement négatif.
On a bien montrer la proposition par récurrence.

On va voir ce qui se passe quand n est négatif, on pose
1 1 1

n__n—1 n_ n—1

A=A =—+—+—etC, =x"y" " +x"2" T+ y"x" T+ y" "+ + "y
X"y oz
Ona C,=x"y" +x°z'+y?°x" +y?7' +z°x"+ 7y =B, =1et C,=x+x+y+y+z+z=B, =2
1 1 1 1 1 1 C
A=A XA = —+—+— |t y+e)m bt —— b2 L T S T g e
Xy Z XXy oy 0z (20y2)
1 1 1Y1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C
A,HXA'1: _n+ n + n —t—t-|= n+1 + n+1 + n+1 + n + n + n + n + n + n :A,n+1+—nn
xtoy" " Nx oy z) «x y Z x"y x"z y'x y'z Z'x Z'y (xyz)

Ainsi on a successivement
A XA, = A'2+L1 soit 4 = A'2+3 donc A, =6
(y2) ~1

A, = ALXA = A'ﬁiz soit 6 = 2+& donc C, =4
(xyz) 1



ALXA = A+ < soit 6><2:A'3+} donc A, =11

(yz)?
Ay = AyxA, = Ayt S5 soit 11=6+ 5% donc ¢, =-5
(xyz) —1
AGxA, = A'4+i3 soit 11x2 = A'4+i donc A, =26
(xyz) —1
A= AyxA = Ayt S5 soit 26=11+ S5 donc ¢, =15
(xyz) 1
A XA = A'5+(C—4)4 soit 26x2 = A’5+_T5 donc A, =57
Xyz
On est donc dans la situation suivante
n A,n CV[
1]2 2
2|6 1
3|11 |4
4126 |-5
5157 |15

On va montrer par récurrence qu'a partir du rang 4, A’, est une suite d'entier naturel strictement croissante
avec A’ >2xA' ,etque C, estune suite alternée d'entier. Plus précisément C, > 0 si n est impair et
C, <0 sin estpair.

L'hypothése est bien vérifiée au rang 4.
On suppose I'hypothese vérifié jusqu'au rang n.

Ona
A XA = A’m"‘%
(xyz)
A= ALXA =A L+ Cn+i+1
(xyz)
’ [ ’ Cn+
A XA = A L+ :m
(xyz)
, , . C , , C
donc sin estimpair C, >0 et —*—<0 etsinestpair C, <0 et —*<0.
(xyz) (xyz)
Donc A’ x2 = A’n+1+(c—”)n <A, etafortiori A’ <A’ ,
xyz
A= ALXA = AL+ Cn+i+1 soit A’ ,,—A', = Cn+;21+1
(xyz) (xyz)

Sin estimpair C, >0, n+1 est pairet (xyz)'"'=1et A, A" =C,,, >0
Sin estpair C, <0, n+1 estimpairet (xyz)"' =-1etC,,=A -A" <0
C, est bien une suite alternée

On a bien vérifié 'hypothése au rang n+1 etdoncona A, =x" + y" + z" pour tout n entier.
Un petit programme Python pour trouver les valeurs de A,

inv=[3,2,6,11]
c=[3,2,1,4]



foriin range(4,20):
c.append((inv[i-1]-inv[i-2])*(-1)**(i-1))
inv.append(inv[1]*inv[i-1]-c[i-1]*(-1)**(i-1))

print("A' : ";inv)
#print(c)

a=[3,1,5,4]
b=[3,4,1,-9]

foriin range(4,20):
a.append(a[i-1]-b[i-1])
b.append((a[i-1]*2-a[i-2])*(-1))

print("A : ",a)

#print(b)

Mais il convient de se poser la question : y a t'il des solutions au systeme ?

Je commence a faire un changement de repere orthonormé.

o2 2 V2, e, 3,
=———x+——) =——x'——y+
2 2 2 6 3
. 6 6 6 . J2 , J6 |, 3,
= x———y+—7z SOit { y=— x'—— y'+
6 6 3 2 6 3
J_N8 N8 V3 V6 N3,
373773 3773
On a alors
x+y+z:\/§z'=1 donc z'=£, z'2=l,e’[ z’3=£
3 3 9
2 2 2 2 2 2 2 2 1 14
XTHy +z27=x"+y"+77=5 et X'*+y’ =5—§=?
J6 5 /6 43
3+ 3+ 3:_ 13__ r 12 _:4
Ty Te T, 2 7 9
J6 5 6 7 . 14 7J6 . 7  7J6
donc — y®—==y'x"24+— =0 puis y°-3 '(—— ’2j+—=0 et finalement y3——y+-——=0
6 ) 2t TgTUPUS YY) 9 Y T2 Y 36

En utilisant les formules de Cardan avec k=0, 1 ou 2

.6 (1 V7)) 2z
y'=2,|= cos| —arccos| ——— |+——
7 3 14 3

x'= i\/E - Ecosz(l arccos(— ﬂj + —2kﬂ-]

3 14 3



_\F o 1 J7) 2kx) N7 1 V7)) 2kz) A
X =F,|=.[1-cos| —arccos| —— |+ —— | ———cos| —arccos| —— |+ —— |+ =
3 3 14 3 3 3 14 3 ] 3

\F o 1 V7)) 2z V7T (A V7Y 2z 1
y =% |=.[1=cos®| —arccos| ——- |+ —— | ———cos| —arccos| —— |+ —— |+ =
3 3 14 3 3 3 14 3 | 3

27 (1 YARZAM
-3

cos Earccos —— |t |+t

14 3

Z

(7 (1 N7 2kr) N7 (1 V7)) 2kz) A
X =4+ §Sli’l gaI’CCOS —— |+— | ——cC0S garccos - [+ — +§

14 3 3 14 3
\F (1 V7)Y 2kx) V7 (A J7) 2kr) 1
y ==,|=sin| —arccos| ——— |+—— | ——=cos| —arccos| —— |+—— |+ =
3713 14 3 3 3 14 3 | 3
2.7 1 J7) 2kr) A
= cos| —arccos _ﬁ +T +—

Ce qui fait 6 solutions mais comme X, y et z jouent les mémes rbles on peut faire des permutations
circulaires mais en fait elles sont réalisées par les variations de k.

Géomeétriguement, dans le repere orthonormé (O,1, J, K) on a G(%;l lj le centre de gravité de IJK.

>

Dans le plan (IJK), les solutions sont sur le cercle de centre G et de rayon 1/% mais ce n'est pas un

hexagone régulier.




