542-1 Le triangle de Bottema

On utilise les coordonnées barycentriques dans le repere affine (A, B, C).

On note a, b, c les longueurs des cétés [BC], [CA], [AB].

1) Coordonnées des points D et E

Les centres des cercles exinscritsl_, |, |_, face a A, B, C, ont pour coordonnées :
-a a a
l, L, | -b I | b
c -C

La bissectrice extérieure en A est la droite (l|.), d’équation : cy +bz =0
La bissectrice extérieure en B est la droite (| ), d’équation : cx+az=0

a 0
Les points D et E ont pour coordonnées : D|O E|b
—-C —-C

2) Distances BD et AE

(a—-c)-BD=a-BA-c-BC

(a—c)?-BD? =2a’c® —2ac-BA-BC =2a’c? —2a°c? .cosB
=2a’c®’—ac-(a’+c?-b?* =ac-(2ac—a*-c? +b?)
=ac-(a+b-c)-(-a+b+c)

L’égalité BD = AB se traduit par : (a-c)®’-c=a-(a+b-c)-(-a+b+c)

Le calcul de AE se déduit de celui de BD par I'échange de a et b.

L’égalité AE = AB se traduit par : (b—c)>-c=b-(a+b-c)-(a—-b+c)

Par différence et somme des égalités (1) et (2), on obtient le systéme (S) suivant :

(a—b)-(c2+(a+b)-c—(a+b)2)=o (3)
2¢® —(a+b)-c®*—(a*+b% -c+(a+b)-(a-b)*=0 (4)

(1)

(2)



3) Cas des triangles isocélesenC: a=b

Le systéme (S)serésumea: c¢*—ac-a’=0
On obtient : = 1+2J§ -a

Dans un pentagone régulier convexe, le nombre d’or est le rapport d’'une diagonale au cété.

Les points A, C, B sont donc trois sommets consécutifs d’'un pentagone régulier convexe.

Les angles A et B mesurent T

4) Cas des triangles nonisocélesenC: a=b

\/_ a+b

L’égalité (3) du systeme (S) donne : c=(a+b)-——= , ou ¢ désigne le nombre d’or
¢
En remplagant c par cette valeur dans I'égalité (4), on obtient : a’ - 3\/5 +1 .ab+b?=0

Quitte a échanger a et b, on obtient : b 1+3\/_ \/3\/_ 3(') 1 g.,/(p—l—z

a

Par homogénéité, on peut supposer : a =1

Alors : b:%+§-\/@+2 et c:(p+2 o-1-— \/(p+

2

On en déduit :

r o —a?ib?+c? ¢-1 43
COosA = = + 32 Jo+2
2bc 4 4 V?

ra?-b2+c? -1 3
cosB = = ——-\Jo+2
2bc 4 4 V?

La touche Arccos de la calculatrice fournit les valeurs approchées de A et B : % et 111'5n

On va vérifier que ces valeurs sont exactes.



5) Calcul de la valeur exacte de cos (g]

Le nombre e 5 est racine du polyndme cyclotomique @, (X) = X* - X®+X? - X +1
1

Onpose X+—=Y
X

Si X=¢e'“,alors Y=2-cosa

o, (X
#:XZ—X+1+1+%:Y2—Y—1
X X X

Le nombre 2- cos(gj est la racine positive du polynéme Y2 -Y -1

Donc : cos T2
5 2

6) Calcul des valeurs exactes de cos(%} et 005(111';)

Les angles % et 111—; sont deux angles parmi les trois angles a vérifiant : 3o = r ( modulo 27)

5

Le troisieme angle est 75—n

cos (3a) =4-cos’a—3-cosa :cos(gjzg

En posant X =2-cosa, on obtient:  X®-3X-¢=0

Une solution facile de ce polyndbme du troisieme degré est :

X =2-cos LAL] =-2.cos ER —2-4.cos?| L
5 5 5

=2-¢*=1-¢

Le polyndme de factorise : XP—3X-p=(X+9-1-(X*>=(¢-D-X-09-1)



Donc on obtient :



