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I. Notations et propriétés générales.
Soit un triangle quelconque (A, B,C) d’aire géométrique s, (A4, B,C) étant aussi un re-
pére barycentrique du plan. Dans la suite, on distinguera les coordonnées barycentriques
"générales" (u,v,w) d'un point M avec u + v + w # 0, et les coordonnées barycentriques
"normalisées" avec u + v + w = 1, et on notera dans ce cas M[u, v, w]. Soit D un point
intérieur a (A4, B, C) de coordonnées barycentriques normalisées («, 3,7) toutes trois stric-
tement positives.

Proposition 1: Si (M1, Ms, M3) est un triangle avec pour coordonnées barycen-
triques normalisées respectives (o, Bi,vi) = m;. Alors aire algébrique de (M7, Ma, M3) est
det(my, m2,m3)s.

Démonstration: A voir.
II. Coordonnées et aires des autres triangles.

Proposition 2: Proposition. Les aires géométriques des triangles (D, B, C'), (resp :
(D,C,A), (D,A,B)) sont a = as, (resp : b= s ,c=ys ).

Démonstration:

S = Q.
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Méme chose pour (D,C,A) et (D, A, B).

Remarque: Des coordonnées barycentriques de D sont donc (a, b, ¢), et les coordonnées

barycentriques normalisées sont (%, g, <) puisque a + b+ c = s.

Les intersections A’ (resp. B’, C' ) de (AD) avec (BC) (resp. (BD) avec (CA), (CD)
avec (AB)) ont pour coordonnées barycentriques respectives (0,b, ¢), (a,0, ¢), (a,b,0). Pour



les normaliser on pose & = b+ ¢,b = ¢+ a,é = a + b. On a donc A’[0, b e, B’[%O, 7] et
C'1e, 0]

Proposition 3: Proposition. Les aires géométriques des triangles (A, C’, B'), (resp :
(B,A',C"), (C,B', A")) sont p = %s, (tesp:q=%s r=%s).
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De méme pour (B, A’,C"), (C,B', A).

Proposition 4:  Proposition. L’aire géométrique du triangle (A’ B, C") est x =
gabeg.
abc

Démonstration:

x = aire(A’,B’,C")=

abé abé

011
gbe | ] 0 1 |s=2%cs
110

ol O
Sl O ole
(@ ReNIS NS
Va)

I

Remarque: On a aussi par découpage du triangle (A, B,C) :
r+(p+tqg+r)=s
ITI. Racines du polynéme P(u) = u? + (p + q + 7)u? — 4pqr.

Proposition 5: x est la seule racine positive du polynome P(u) = u? + (p + ¢ +
r)u? — dpqr.

Démonstration:
2p2 .2 212 .2
D’aprés la proposition 3, pgr = 222222 s3. D’aprés la proposition 4, 2% = 4222222 2
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Donc z%s = 4pqr, et d’aprés la remarque s = z=(x + (p + ¢ + r)) = 4pgr. Donc

23+ (p+ q+r)x? — dpgr = 0.
Comme P(0) = —4pgr < 0 et lir_i{l P(x) = 400, P admet au moins une racine réelle
Tr—r+00

sur R, . Enfin, comme P’(u) = 3u?+2(p+q+7)u > 0 sur R* | P est strictement croissante
et x est bien I'unique racine strictement positive.
IV. Racines du polynéme P(u) = u® + (p + q + r)u® — 4pqr

Proposition 6: Le polynome P(u) = u? + (p+ ¢+ r)u? — 4pgr a toutes ses racines
réelles dont une seule positive.

Démonstration: On suppose ici que {p,¢,r} C R%. Soit k > 0.

E3P(u) = (ku)® + k(p + q + r)(ku)? — 4k>pgr. En choisissant k = p+(11+r et en posant
U=ku,p =kp,qd =kq, v’ =kronaavecyp + ¢ + 1" =1 et on transforme le polynéme
P(u) en :

QU)=U3+U? —4p'q7.

Q'(U) = 3U? +2U a pour racines 0 et _72 On a déja vu que P et aussi ) a une unique
racine strictement positive.

P et aussi @ ont deux racines réelles strictement négatives ssi

Q(%) = % —4p'q'r" > 0, et une racine double strictement négative ssi

Q(%Q) = 2% —4p'q'r" = 0. 11 faut donc étudier I'inégalité 2% >p'q'r’




Pour I'étude des extréma sur (R )3de p'q'r’ sous la contrainte p’ + ¢’ + 1’ = 1, on écrit
que les gradients de p'¢’r’ et de p’ + ¢ + ' — 1 sont colinéaires. Ce qui montre que 'on a
un maximum sous contrainte de p'¢'r’'pour p' = ¢ =1’ = % et que ce maximum vaut 2%

En conclusion, si p = ¢ = r, P(u) admet la racine négative double —2p et la racine
positive p. Dans les autres cas, P(u) admet une unique racine strictement positive et deux
racines strictement négatives distinctes.

Remarque: . Danslecasoup=¢g=r,onap= %s =q=%Zs=1r= Z—Zs . Donc dans
ce cas % =% = Z—g ce qui implique £ = TT & Or

a(c+a)=b(b+c) a® +ac=b>+be
{a(a—l—b):c(lH—c) {a2+ab:cg+bc

Donc a(c —b) = (b—c¢)(b+¢) = b=coua=—b—c.

Comme la résolution se fait dans (Ri):)’ , on en déduit b = ¢ puis par permutation circu-
laire a = b = ¢. Le cas p = ¢ = r correspond donc & a = b = ¢ c’est-a-dire que D est I'isoba-

rycentre de (A, B,C), A, B',C" sont les milieux des cotés. On a alors p=q=r =z = {.

a _ b c



