541.2 D’aprés August Ferdinand Md&bius

A

Soit ABC un triangle quelconque et D un point
en son intérieur , DBC ; DAC et DAB désignent

a la fois les triangles et leurs aires .

B C’ On pose DBC =a, DAC =bet DAB = c.

w A’ | B’ et C’ désignent les points d’intersection
‘ des droites (AD) , (BD) et (CD) avec les cotés

w [BC| [AC] , [AB] respectivement .

C B

1. Exprimons les aires des triangles C'B’A ,A'C’'B et B’A’C en fonction de a , b et c.

Les triangles DAB’ et DB’C ont la méme hauteur issue de D .
et les triangles BAB’ et BB'C ont la méme hauteur isssue de B .

On déduit les égalités suivantes :
B'A _DB'A _BAB' _DAB _c done B'A_ ¢
B'C  DB'C BB'C DBC a B'C a
H c
on déduit alors que B’ est le barycentre des points (A4, a) et (C,¢) donc AB' = - 1@
a+c
de méme en utilisant les triangles DAC’ et DC'B et les triangles CAC’ et CC'B

— b
on obtient que C’ est le barycentre des points (4,a) et (B,b) donc AC" = Ly
c

a+b
AC)
a-—+c

— —
C'B'A =1 déet (AB', AC") = —< b1 det (AB, AC) dét(AB, AC) = « -2 _apc
a+c a+b +c a+bd

Comme ABC’:DAB—l—DBC’—i—DC'A:a—I—b—I—C

be
btient : C'B'A = ————M—— =
on obtient : C (a+b)(a—|—c)(a+b+c) D

De la méme fagon , on obtient : A'/C'B =

e s
dét(AB', AC") =

(b+c)(b+a)
ab

B’A’C:—(C+a)(c+b)(a—|—b—|—c):7‘

(a+b+c)=qet

2. Soit  I'aire du triangle A’ B’C’

x=ABC — (C'B'A+ A'C'B+ B'A'C)

z=DBC+ DAC + DAB) — (C'BA+ AC'B+ B'AC)=a+b+c—(p+q+7)
be b ac bt o) + ab
+b)(a+ )(a—i— +c)+(b+c)(b+a)(a+ (c+a)(c+Db)

r=a+b+c— ((
xz(a—l—b—l—c)(l be ac ab
(

(a+b+c)

et oot +) s +<(C++ P bk
x:(a+b+0)< (a+b)(a+c)(b+c) >
~ 2abc(a+b+c) 3 _8aSatbt o)

T @rarobre T (at+bt)ata)bt+o)




Déterminons 3 + (p + g+ r)2? en fonction a , b et c .

ac ab
prq+r= T )( )(a+b+c) —(b—l—c)(b+a)(a+b+c)_—(C—I—a)(c+b)(a+b+c)
be(b+ ¢) + ac(a + ¢) + ab(a + b) _(a+b)(a+c)(b+c)—2abca .
< @t tobto >(“+b+c) S T Gt bhatobig @it

[(a 4 b)(a+c)(b+c) —2abc] (a+b+c)3
[(a+b)(a+c)(b+c)?

(p+q+1r)z? = 4a?b?c?

x> ra? = (a+b+c) a’b3c® + 4a’b*c? [(a a+c c) — 2abc
+(p+q+r) ~ b @100’ [8a®b3¢® + 4a?b?c? [(a + b)(a + ¢)(b + ¢) — 2abc]]
= (a+b+c) a’b3c® + 4a’b*c?(a a+c c) — 8a’b>c?
S e hataprapf feve HaeSartatabte) - 8ae]
_ 4a?b* P (a+b)(a+c)(b+c) " o3 = 4a?b%c? " o3
e+ b)a+e)b+e)’ @tb+c _[(a—l—b)(a+c)(b+c)]2( Thteo)
Déterminons pcl])r en fonction de a , b et c . b
4pqr:4m(a+b+c)xm(a+b+c)xm(a+b+c)
4a’b*c?
dpqr = (a+b+c)

[(a+b)(a+c)(b+o)]
donc 22 + (p+q+r)ax? =4dpqr & 22 + (p+q+r)x® —4pgr =0

3. Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 23 + (p + q + r)x? — 4pgr.
f est dérivable sur Ret on a: f'(x) =322 +2(p+q+r)z =23z +2(p+q+7))

2
fz)=0&x=00uxz= —g(p—kq—l—r) = x1 on remarque que 1 < 0
On a le tableau de variation :
z | —o0 X1 0 +00
f'(z)
400
f(0) = —4pgr

2
x1 = 3(P+Q+7“)

for= (2o rasn) +irarn (2orarn) i

I (RS L

(p+q+7)° — dpgr

p+aq+7)° —dpgr

T o7
1 3
=4( 5 ((p+a+7r)" —par
On sait que la moyenne arithmétique est supérieure a la moyenne géométrique , et il y a égalité
lorsque les nombres sont égaux.

on a:
1

, z
pratr > (pgr)3 sip, q,r ne sont pas tous égaux donc

(p+q+7)3

o7 > pqr .

On déduit que f(x1) > 0.

De plus f(0) < 0 alors en utilisant que f est continue sur R | le théoréme des



valeurs intermédiaires sur chacun des intervalles |—oo;z1] , |x1; 0] et ]0; +00] démontre que
I'équation 22 + (p + g + r)a? — 4pgr = 0 admet trois racines réelles dont une positive.

e Sip=gq=ralors f/() = 2(3z + 6p) = 3z(x + 2p)

dans ce cas 71 = —2p < 0 et f(x1) = (—2p)® + 3p(—2p)% — 4p3 = —8p> +12p% — 4p3 =0
I’équation admet 1 racine réelle double négative et une positive.

dans ce cas le point D est le centre de gravité du triangle car

légalitée p=g=r<a=b=c



