543-1,(1.) Archimeéde encore.

I) Préliminaires.

7 Co

On considere une parabole Py de sommet Sy, de foyer Fj et de parametre p. On
considere un repere orthonormé d’origine en Sy, d’axe Syx porté par SoFy et d’axe Sy

directement perpendiculaire ; 1'équation de Py est y?> = 2px, on a Fy = (g, 0), et la

directrice est la droite Dy d’équation x = _g.

On considere deux points By et Cy de Py,

t2 2
By=(—:t)] et Cy= S—ys :
2p 2p

soit Ap le point d’intersection des tangentes en By et Cy a Py. On a les propriétés
(connues) suivantes :

2\t
(a) Puisque (Z_p) = 1_7 et (t) = 1, la tangente a Py en By a pour pente % et pour
équation
p t? 2
y—tz—(ac——) = 2px —2py = —1°.
t 2p
Donc le point Ay est 'intersection des deux droites d’équation

2px — 2ty = —t>
2pxr — 25y = —s5°.

On en déduit les coordonnées de Ay :

Ay = S_tjs_H .
2p 2



b) Soient A, B|, et C] les projetés respectifs de Agy, By et Cy sur la directrice Dy ;
0s Do 0
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On en déduit que Aj est le milieu de B{Cy, et donc, si on désigne par L le milieu de
By Cy, la droite AgLg est parallele a ByB|, et CoC{. On a donc montré que

I’axe de symétrie de P, est parallele a la médiane AyLy du triangle AyB,Cp.

(c) On a vu que la droite AgBy a pour pente Z% ; puisque Fy = (g,O), la droite

t . .
FyB{, a pour pente —; et les droites AgBy et FyB| sont perpendiculaires. Puisque
BoFy = ByBj| (définition de la parabole), on retrouve que ByAj est bissectrice de
I'angle £y By Bj,.
On pose My = AgBy N FyB| et Ny = AoCy N FyCY, alors My et Ny sont les milieux
respectifs de F'Bj et FC{ et appartiennent a la tangente au sommet Syy.

IT) Démonstration de 1.

C/
On considere donc trois points A, B et C' non alignés d’'un plan affine euclidien et on

cherche une parabole P = P(A, B, C) tangente en B a (AB) et tangente en C' a (AC).

Soit L le milieu de BC' ; d’apres I) (b), Iaxe de P est pamllt%> a la médiane AL. On
considere donc un repere orthonormé d’origine en A, d’axe Az porté par la médiane

AL et d’axe Ay directement perpendiculaire.

Soit m la longueur de la médiane AL ; puisque L = (m,0) est le milieu de BC, les
coordonnées de B et C' sont de la forme

B=(m+d,e), C=(m—d,—e), e#0.

Soit F' le foyer de P et soient B’ et C' les symétriques respectifs de F' par rapport a
(AB) et (AC) ; on pose M = ABNFB et N = AC N FC'". D’apres le I) (c), on sait



que (F'M) et (AB) sont perpendiculaires, (FN) et (AC) sont perpendiculaires, et la
tangente au sommet S de P est la droite (M N).

On cherche les coordonnées (u,v) de S et le parametre p. On a alors, d’apres les
résultats du I), les coordonnées suivantes :

F= <U+£,U>7 B' = (u—]z?e), C' = (u—]—j,—e>a M = (u,v+e>, N = (ujv—e)
2 2 2 2 2

On exprime que (AB) et (F'B’) sont perpendiculaires ; la droite (AB) a pour pente
e v—e

» la droite (F'B’) a pour pente » et on a donc

m—+d

(& 2}—6__ _ _]2
mrd s 1l <= v=c¢e e(m+d).

Puisque les coordonnées de C' s’obtiennent, a partir de celles de B, en changeant de
signe d et e, on en déduit que (AC) et (F'C') sont perpendiculaires si et seulement si

On en déduit

pm dp pm  dp
e e e e
ce qui entraine
e? de
p=— et v=——- (1)
m m

On détermine u en exprimant que P passe par B = (m + d,e). Puisque S = (u,v),
I’équation de P dans les axes Az, Ay est (y — v)? = 2p(x — u), et on a donc
ed\2 2¢?
<e—{——> = —(m+d—u);
m m
il en résulte que

2¢? 2¢? e? e?
On en déduit
m2 . d2
u = 9
2m

et avec (1), on a entierement déterminé la parabole tangente en B a (AB) et tangente

en C & (AC).
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