543-4 Somme de fractions égyptiennes.

Soit n > 1 un entier ; nous allons montrer qu’il existe des entiers z,y > 1 tels que
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si et seulement si n est divisible par 2 ou par un nombre premier p, p = —1 (mod 4).

(I) Sin est divisible par 2, n = 2N, alors
4 1 1
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(ITI) Si n est divisible par un nombre premier p, p = —1 (mod 4), alors n = (4k — 1)m,
et on a les égalités
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(IITI) Si n n’est pas divisible par 2 ou par un nombre premier p, p = —1 (mod 4), cela

veut dire que la décomposition de n en facteurs premiers est de la forme
n=p*---p, pi=1(mod4),i=1,... ¢t
1
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On suppose qu’il existe des entiers x > 1 et y > 1 tels que — = — + —, et va montrer
n r vy

que cela est absurde.

Soit d = pged(z,y) ; alors z = da’, y = dy’, pged(z’,y’) = 1 et on peut supposer que,

pour tout ¢ = 1,... ¢, p; ne divise pas d (sinon, on est ramené au méme probléeme,
avec un n plus petit). On a alors
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ce qui s’écrit

ddx'y' = n(z" + ). (2)
On a pged(d,n) = 1, et donc n (impair) divise 2’y ; puisque de plus, pged(z/,y') = 1,
il existe des entiers n; et ny tels que n = nyng, pged(ny,ny) =1 et

o' =ma”, Y =nay’,
etonan; =1 (mod4)etny =1 (mod 4).
On remplace dans (2), et on obtient
4dni 2" nay"” = nina(niz” + noy”)
< (4dz" — ny)y" = nya”.

Or, n; est premier avec y” (car pged(z’,y') = 1) et donc n; divise 4dz” — ny et il existe

un entier A\; > 1 tel que
4d513” — N9 = )\1711,



et alors
Ay’ = na”.

On a donc z” = \1y/”, et de la méme maniere, par symétrie, y” = Aoz” ; on en déduit
A Ay = 1, et donc, puisque ce sont des entiers, Ay = Ay = 1 ; donc il existe un entier z
tel que

¥ =mnz et Yy =nyz.
Mais z’ et 1y sont premiers entre eux, donc z =1, et on a 2’ = n; et ¢y = ns.
Alors, (2) s’écrit

4d = ny + na,

et donc

ni+mny =0 (mod 4),
ce qui est absurde puisque

nm+n,=1+1 (mod4).

Remarque. La conjecture d’Erdds-Strauss (pas encore démontrée) est la suivante :

pour tout entier n > 2, il existe des entiers a,b,c > 1 tels que
4 1 1 1
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