543-1 Archiméde encore

Sont donnés trois points A , B et C non alignés d’un plan affine euclidien.

1. Démontrons qu’il existe une et une seule parabole P(A; B; C') tangente en B a (AB) et en C a (AC)

Supposons qu’il existe une parabole P(A; B; C') tangente en
Ba(AB)eten Ca (AC) .

Soit F son foyer et (D) sa directrice.

Considérons I le milieu du segment [BC] et soit (A) la droite (AI) .
a) (A) est paralléle a Paxe de la parabole.

Pour le prouver , on choisit comme repére , le repére ayant pour origine le sommet de la parabole , pour axe des
abscisses la droite passant par S et paralléle a la directrice et pour axe des ordonnées I’axe de la parabole.

7
c
o La parabole a une équation de la forme :y = az?
] s notons B(z1,y1) et C(z2,y2)
NN La tangente au point B a pour équation :
! 4 y = 2ar 7 — ax?
B

3 La tangente au point C a pour équation :

\ Y = 2azox — ax%
2

Les 2 tangentes se coupent au point A dont

c’ F I’abscisse x est solution de 1’équation :
i I’ 2ar1T — a:c% = 2ax9x — a:cg
- < 2ax(r1 — x2) = a(z? — 23)
-6 45 L = -3 \—-2 - s 2 3 1 + T2
. H <—x=——"=zxrdoncxy =x;
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N on en déduit que la droite (AI) est paralléle a 'axe
de la parabole et que l’abscisse du point A
est la moyenne arithmétique des abscisses
des points B et C .

b) Soit B’ le milieu de [AB] et C’ le milieu de [AC]
soit I’ le point d’intersection de la droite (AI) et de la parabole alors démontrons que la tangente au point I’ est
la droite (B'C”)

La tangente a la parabole au point B et la tangente & la parabole au point I’ se coupent en un point X dont
I’abscisse est la moyenne arithmétique des abscisses de B et de I’ , comme ’abscisse de I’ est la méme que celle
de A , il résulte que I'abscisse de X est la moyenne arithmétique des abscisses de B et de A soit I'abscisse du milieu
de [AB] ,et comme le point X et le point B’ appartiennent & [AB] donc B> =X

de méme on démontre que les tangentes au point I’ et C se coupent au point C’ milieu de [AC]

donc la tangente au point I’ est la droite (B'C").



La parabole est donc tangente au trois cotés du triangle AB’C’ | il en résulte que le foyer de la parabole se trouve
sur le cercle circonscrit au triangle AB’C’ car les projections du foyer sur les trois cotés du triangle sont alignés ,
ils se trouvent sur la tangente au sommet de la parabole qui est la droite de Steiner de F.

Démontrons que la droite (AF) est la symédiane issue de A | c’est a dire la symétrique de la médiane par rapport
a la bissectrice de 'angle BAC.

Comme les droites (AB) et (AC) sont des tangentes a la parabole , elles sont les médiatrices respectivement des
segments [F'H| et de [FH'] , on en déduit que AH = AF = AH’ donc H et H’ appartiennent au cercle de
centre A et de rayon AF.

La droite (AI) est la médiatrice de [HH'], donc (AI) est la bissectrice de 'angle (AH, AH')
et (AB) est la bissectrice de (AH, AF)

On en déduit que (AI, AB) = %(AH',AF) = (AF, AC)

Les angles (AB, AC) et (AF, AI) ont la méme bissectrice.

donc (AF) est la symédiane issue de A.

Le foyer de la parabole est 'intersection du cercle circonscrit et de la symédiane issue de A .

et la directrice est la droite passant par les symétriques du foyer F par rapport respectivement a (AB) et (AC).
On en déduit que la parabole P(A; B; C) existe et est unique.

2°)Calcul de P’aire de chacune des surfaces

Pour déterminer I'aire de chacune de ces surfaces en fonction de laire du triangle ABC | le titre du probléme
m’ a conduit & chercher la méthode d’Archiméde pour calculer I’aire d’un secteur parabolique.
J’ai trouvé la méthode dans un article de M.Jean Moussa dans la brochure de TAPMEP N°523 .

a) Préliminaires : Soit G le centre de gravité du triangle ABC

Démontrons que le point R est le centre de gravité du triangle GAB , que P est le centre de gravité du
triangle GBC et Q est le centre de gravité du triangle GAC.

Soit G le centre de gravité du triangle GAB |

on choisit comme repére , le repére ayant pour origine le sommet de la parabole , pour axe des

abscisses la droite passant par S et paralléle a la directrice et pour axe des ordonnées I’axe de la parabole alors

La parabole a une équation de la forme :y = ax?

Alors zg = AT ¥B T
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To+xA+2TB drx o+ 4z + 20
R
Mais comme A est le point d’intersection des deux tangentes en B et en C respectivement & la parabole , alors

B+

wa = B c

2xp + x¢
TG, = —————

AeTe ,Te:y =2azxzc — axzc , on en déduit que y4 = axpxc
_ 4ya+4yp +yc 4axprc + 4az¥ + ax?, 2z + rc)? B 2 + zc 2

- 9 9 T - < 3 )

ya, = axg, donc Gy € P(4; B;C)

Par un calcul analogue , on démontre que G le centre de gravité du triangle GAC appartient & P(4; B; C).

donc P(A4; B; C) passe par Gy et Ga,

on démontrait de méme que :

P(C; A; B) passe par G2 et Gg et

P(B; A; C) passe par G1 et G

On en déduit que R=G1 , P =G5 et Q = Go

YaG,



b) Calcul des surfaces
Pour calculer I'aire des surfaces , j'utilise la méthode d’Archiméde :

Archimede a démontré que I’aire du secteur parabolique de corde [AB] est égale au tiers de laire du triangle ABC
tel que [AB] est la corde , [AC] est tangent en A & la parabole et [BC| est paralléle a l’axe de la parabole.

Calcul de l’aire de la surface délimité par le coté [AB] , les arcs paraboliques AR et RB .

Cette aire est égale a la différence de 'aire du triangle ARB et des aires des secteurs paraboliques délimités
par les cordes [AR] et [RB]

1 11 1
ARB = ~AGB = ~=ABC = - AB
RB =3 AGE = 334BC = 5ABC
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La paralléle a la droite (AA’) passant par R coupe [AB] en L.

Comme la droite (AA’) est paralléle & I'axe de la parabole P(4; B; C) alors la droite (LR) est paralléle a axe

de la parabole P(A; B; C) et (LB) est tangente en B a P(4; B; C) .

D’aprés Archimeéde , I'aire du secteur parabolique de corde [RB] est égale au tiers du triangle LRB.
LRB=LRB + B'RB

(LR) // (AG) alors d’aprés le théoréme de Thalés :

1 1
Comme B'R = gB'G ,B'L = gAB’

on déduit LRB' = % x AGB’
1 1 1 1
commeAGB’zixAGB—§><§XABCZEXABC
1 1 1
d LRB' = - x ~ABC = —ABC
onc 5 X G 51

1 1
Comme LB’ = §B’A = gB’B il en résulte que :

1 3
/ o [ —_— = —
RB'B = ?)LRfj1 =3 ><254ABC 54ABC
d LRB=— =x—AB
onc LR 51 X o7 C

2 2
par conséquent laire du secteur parabolique de corde [RB] = = x —ABC = 8_1ABC

1
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De méme aire du secteur parabolique de corde [AR] —ABC

e L’aire de la surface délimitée par le coté [AB] , les arcs paraboliques AR et RB est égale a :

ARB — 2 x 2 x ABC

1 272 5

—ABC —2x —ABC = —ABC

9 81 81

L’aire de la surface délimitée par le coté [AB] , les arcs paraboliques AR et RB est égale a

5
De méme la surfaces délimitée par le coté [AC] et les arcs de paraboles QA et QC a pour aire gABC

5
ainsi que la surfaces délimitée par le coté [BC] et les arcs de paraboles PB et PC a pour aire gABC

Calcul de l’aire de la surface délimitée par les arcs paraboliques CQ , QP et PC.

L’aire du secteur parabolique délimité par la parabole P(C; A; B) et la corde [AB] est égale
2
a gABC , 11 suffit de tracer la paralléle & (CB’) passant par B, elle coupe (AC) en un point B

2
alors 'aire du secteur parabolique est égale au tiers de ABB; = 2ABC donc EABC

L’aire de la surface délimitée par les arcs paraboliques CP , PQ et QC est égale a :

2 5 54 10 17
ABC — 2ABC —2x —ABC = (1- 22 - 22\ ABC = —L ABC.
C=3ABU=2x 7480 ( 81 81) C=gABC

5
: —AB
81 ¢

De méme 'aire de la surface délimitée par les arcs paraboliques PB , BR et RP et celle délimitée par les arcs

17
paraboliques RA , AQ et QR sont égales & : QABC

Calcul de l’aire de la surface délimitée par les arcs paraboliques QP , PR et RQ

Elle est égale a :
17 5 15
ABC —3x —ABC —3x —ABC = —ABC.
81 81 81



