545-3. Inspiré par ’exercice 543-1.

On considere un triangle ABC' d’aire S ; nous allons construire, a la regle et au compas,
un triangle équilatéral H LK de méme aire S.
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(I) Analyse du probléeme.
On dispose des points A, B, C' et, par exemple, aussi des longueurs a = BC et ¢ = AB.

On désigne par h la longueur de la hauteur AH issue de A ; alors
1
S = §Clh

Soit x la longueur du c6té du triangle équilatéral de méme aire S ; alors
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On doit donc construire un segment de longueur x, avec
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; alors ¢ est la longueur du diametre du cercle circonscrit a un triangle

h = (h,

2&\/3

équilatéral de coté a.

ou f =

Les longueurs h et ¢ sont constructibles et on construit x = v/£h grace a l'identité
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(IT) Construction du triangle équilatéral (avec, par exemple, £ > h).
Pour ne pas alourdir la figure, les cercles intermédiaires ne sont pas tragés.

(a) Construction de la perpendiculaire AH menée de A sur (BC) :

Le cercle (A, ¢) recoupe (BC) en By ; les cercles (B, ¢) et (By,c) se recoupent en Aj ;
la droite (AA;) coupe (BC') en H, ce qui donne h = AH.

(b) On construit le triangle équilatéral BMC' et on détermine le centre O de son
cercle circonscrit :

Les cercles (B, a) et (C,a) se coupent en M et M ; le triangle BMC est équilatéral et
M M est la médiatrice de [BC|. Le cercle (M, a) recoupe le cercle (C,a) en C ; alors
la droite (BCh) est la médiatrice de [MC].

Les droites (M M) et (BC}) se coupent en O, centre du cercle circonscrit au triangle

BMC ; on adonc OB = g

(c) On construit le milieuw E de [AH] :
Les cercles (A, h) et (B, h) se coupent en Hy et Hj ; la droite (HyHs) coupe [AH| en

son milieu F et HE = g

(d) Sur la droite (OB), on place les points P et Q tels que OP = OQ = g :

Le cercle (O, HE) coupe la droite (OB) en P et ) ; on a alors
BP = t—h et BQ = H_h
2 2

(e) Construction d’un point K de (BC) tel que HK = x :
Pour construire la longueur x, on a besoin d’un angle droit et on utilise AHC.
— Le cercle (H, BP) coupe la demi-droite [HA) en J ; on a donc HJ = BP.
— Le cercle (J, BQ) coupe [BC) en K ; on a donc JK = BQ.
Il en résulte que dans le triangle rectangle JHK, on a

HEK? = JK® — JH? = (%)2 . (%)2 = (Vin)®

et HK = z.

(f) On construit le triangle équilatéral HLK :
Les cercles (H,x) et (K, x) se coupent en L ; le triangle cherché est le triangle HLK.
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