546-3 Une extension de I’inégalité de Nesbitt.

Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs. On va montrer I'inégalité
a’ b c? a b c

> .
b2+02+02+a2+a2—|—b2 - b+c+c+a+a—|—b

(1)

Pour montrer (1), il est équivalent de réduire au méme dénominateur, et montrer que
F—G >0, avec

F=@b+o)(cta)at+d) [a2(a2 b2 (a? + CQ)},

cycl

G = (b* +A) (A +a?)(a® +b?) Z [a(a +b)(a + c)] :

cycl

On calcule (un logiciel le fait tres bien) la différence F'— G ; il y a de nombreux termes
identiques dans F' et GG, et on obtient

F-G :Za86+ Za7bc—|— Za6b2c - Za5b4 - Za5b3c — Zcﬁb%2 :

sym sym sym sym sym sym

la notation Zaibj c* désigne une somme de 6 termes obtenue en considérant les 6
sym
permutations possibles de (a, b, c).

Pour montrer que F' — G > 0, on va utiliser le théoreme de Muirhead, dont on rappelle
I’énoncé :
Soient my, ms, m3, ni, Ny, n3 des nombres réels tels que

my > mg > ms > 0, ny > ng > ng > 0,
myp 2> ny, Mo > N, my + ny = Mg + Na,
my + mg +m3 =ng + ng + N3,

soient a, b, c des nombres réels strictement positifs ; alors, on a
E a™ b > E a™ b,
sym sym

On déduit de ce théoreme
(1) avec (mq, ma,m3) = (8,1,0) et (ny,n2,n3) = (5,4,0) que, Zasb > Za5b4 ;

sym sym

(i) avec (my,mo,m3) = (7,1,1) et (ny,n9,n3) = (5,3,1) que, Za7bc > Za5b3c ;
sym sym

(iii) avec (mq,mg,m3) = (6,2,1) et (nq1,n2,n3) = (5,2,2) que, ZaGbQC > ZaSbQCQ.
sym sym

On a donc montré que F' > G, d’ou I'inégalité (1).
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