
547-1 Quadrature d’une portion de lunule.

A partir d’un triangle ABO, isocèle et rectangle en O, on construit, d’une part un arc
de cercle de centre O et d’autre part un demi-cercle de diamètre AB. Ces deux arcs
de cercle délimitent alors une lunule.

Soit I le milieu de AB, et soit M un point quelconque du demi-cercle. Le segment OM
coupe l’arc de cercle en L, et la droite perpendiculaire à AB passant par M coupe le
segment AB en N .

Il s’agit d’établir l’égalité des aires de la portion de lunule AML et du triangle AON .
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On désigne par P l’intersection de OM avec AB et par [XY Z] l’aire d’un triangle

XY Z. On pose a = IA = IB et ω = ÂIM . On désigne par

S1 l’aire du secteur circulaire AIM dans le demi-cercle de diamètre AB.

S2 l’aire du secteur circulaire AOL dans le cercle de centre O et de rayon OA.

S3 l’aire du secteur formé par les segments OA, OM et l’arc AM .

On a alors

aire(lunuleAML) = S3 − S2 = [AOM ] +
(
S1 − [AIM ]

)
− S2.

On montre d’abord que S1 = S2.

Puisque ÂIM = ω et IA = IM = a, on a

S1 =
1

2
a2ω.

Dans le cercle de centre I et de rayon a, on a
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Puisque OA = a
√

2, on a
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On a donc
aire(lunuleAML) = [AOM ]− [AIM ]

=
(

[AON ] + [NOP ] + [APM ]
)
−

(
[APM ] + [PMI]

)
= [AON ] +

(
[NOP ]− [PMI]

)
.

Or les triangles NPM et IPO sont semblables et donc
PN

PI
=

PM

PO
; on en déduit

PN ·PO = PI ·PM et les triangles NOP et PMI ont même aire.

On a donc montré que la portion de lunule AML et le triangle ANO ont même aire.
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