
547-1 Quadrature d’une portion de lunule
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Le triangle ABO est isocèle et rectangle en O . On construit
un arc de cercle de centre O et d’extrémités A et B et un
demi-cercle de diamètre [AB], ces deux arcs délimite une lu-
nule. La médiatrice de [AB] coupe [AB] en I , l’arc de cercle
en D et le demi-cercle en C . M est un point quelconque du
demi-cercle ,le segment [OM ] coupe l’arc de cercle en L.
La perpendiculaire à [AB] en M coupe l’arc de cercle en R
et le segment [AB] en N .

Il s’agit d’établir l’égalité des aires de la portion de lunule
AML et du triangle ANO.(L’exercice 508 , proposé par Jean-
Pierre Friedelmeyer dans le bulletin 510 de l’APMEP du
partage d’une lunule , m’a aidé pour trouver la solution.

1°) L’aire de la lunule , délimité par l’arc de cercle de centre O d’extrémités A et B passant par D et
le demi-cercle de diamètre [AB] passant par C, est égale à l’aire du triangle ABO.

En effet en notant Aire(ADBCA) l’aire de la lunule et Aire(ABDA) l’aire de la portion délimitée par
le diamètre [AB] et l’arc d’extrémités A et B passant par D.

Aire(ADBCA) +Aire(ABDA) = 1
2 × πIB2

Aire(AOB) +Aire(ABDA) = 1
4 × πOB2 = 1

4 × π(IB ×
√
2)2 = 1

4 × π × 2IB2 = 1
2 × πIB2

On en déduit que : Aire(ADBCA) = Aire(AOB)

il s’en suit que Aire(ADCA) = 1
2Aire(ABDCA) = 1

2Aire(AOB) = Aire(AOI)

2°) Notons AMLA la portion de lunule AML.
Pour démontrer que Aire(AMLA) = Aire(ANO) montrons que Aire(MLDC) = Aire(NOI)

Les triangles MOI et NOI ont la même base [OI] et même hauteur car (MN) // (OI)
donc Aire(NOI)=Aire(MOI)

Aire(NOI) = Aire(MOI) = Aire(Secteur(MOC)) −Aire(Secteur(MIC))
Aire(MLDC) = Aire(Secteur(MOC)) −Aire(Secteur(LOD)
Pour démontrer que Aire(MLDC) = Aire(NOI) , il faut démontrer que
Aire(Secteur(OLD)) = Aire(Ssecteur(IMC))

Soit α = L̂OD , Aire(Secteur(OLD))
α

= πOB2

2π = 2IB2

2 = IB2 d’où Aire(Secteur(OLD)) = α IB2

En considérant le cercle de diamètre [AB] de centre I , les angles L̂OD et M̂IC interceptent le même arc

d’extrémités M et C , d’après la propriété de l’angle inscrit et de l’angle au centre) M̂IC = 2α

Aire(Secteur(MIC))
2α = πIB2

2π = IB2

2 d’où Aire(Secteur(MIC) = α IB2

On en déduit Aire(Secteur(OLD)) = Aire(Ssecteur(IMC)) puis Aire(NOI) = Aire(MLDC)

Aire(ADCA) = Aire(AMLA) +Aire(MLDC)
Aire(AOI) = Aire(ANO) +Aire(NOI)
comme Aire(ADCA) = Aire(AOI) et Aire(NOI) = Aire(MLDC) ,
on en déduit que Aire(AMLA) = Aire(ANO) ce qui établit l’égalité des aires de la portion de
lunule AML et du triangle ANO.

1


