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Fabrication de tres

grandes boites avec

une feuille A4

Voila un probleme d’optimisation qui devrait fasciner
vos éleves deés le cycle 3 ! Les auteures présentent des
réflexions et productions fort intéressantes : de quoi
puiser des idées originales a réinvestir dans vos classes.

Florence Soriano-Gafiuk & Manuella Freyermuth

Introduction

« Chercher est peut-étre la premiére des compé-
tences a laquelle on pense lorsque I'on tente de
décrire I'activité mathématique » [1}, p. 11. Son dé-
veloppement conduit « a la pratique des problémes
ouverts, et plus largement des défis, dans la classe,
mais aussi en dehors de la classe sous la forme de
clubs, ateliers, concours » p- 31.

Cet article propose d’illustrer ces lignes par
I’étude d’un probléme ouvert de géométrie dans
I’espace, dont un énoncé succinct pourrait étre :

Fabrique des boites sans couvercle avec des feuilles
de format A4.
Quel plus grand volume de boite parviens-tu a
obtenir?

ou bien, si les éleves ne connaissent pas encore
la notion de volume :

Quelles plus grandes boites peux-tu construire avec
une feuille de format A4?

Ce probléme d’optimisation a plusieurs fois été
posé a des ateliers MATh.en.JEANS @, une expé-
rience qui vise a faire vivre les mathématiques
par les jeunes selon les principes de la recherche
mathématique. Il ’a été par exemple en 2016-
2017 dans une classe d’éleves de CM2 de I’école
Saint-Exupéry a Diebling (avec Céline Clément),

en 2017-2018 dans un groupe d’éléves du college
Pierre Claude a Sarre-Union (avec Emmanuel Po-
lewiak) et, en 2021-2022 dans un groupe d’éleves
du college Jean-Jacques Kieffer a Bitche (avec Ma-
nuella Freyermuth). Le travail présenté ici pro-
pose une découverte des productions de ces trois
ateliers, et a travers cela, une redécouverte du
sujet avec pour objectif final de donner envie aux
enseignants des écoles élémentaires et des col-
leges d’investir ou de réinvestir ce probléme de
géométrie.

A propos de I’énoncé

Le sujet suggere, au moins dans un premier temps,
la construction de patrons de solides (avec éven-
tuellement les languettes) sur des feuilles de pa-
pier A4, c’est-a-dire la construction de figures
géométriques planes en un seul morceau qui, une
fois découpées, permettent par pliage (au niveau
de certaines arétes) et peut-étre enroulement (au-
tour de certaines faces) de reconstituer les solides
considérés, sans superposition et sans découpage
de faces. Le recours aux patrons impose donc des
contraintes que le probléme géomeétrique initial
n’impose a priori pas. Les écoliers de CM2 qui,
lors de la découverte du sujet, ne connaissent
pas encore la notion de patron d’un solide, sont
cognitivement plus libres que les collégiens.
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Figure 1. Lemballage d’Alexis.

C’est ainsi qu’Alexis (CM2) eut 'idée d’emballer
une boite de craies, comme il emballerait un pa-
quet. Létude de cet emballage a permis le tracé
d’un gabarit qui ne respecte pas les contraintes
imposées aux patrons, puisque deux faces laté-
rales de la boite cubique sont obtenues en rabat-
tant trois morceaux du gabarit (un triangle isocele
et deux trapézes rectangles). La boite d’Alexis res-
tera pendant plusieurs semaines la boite de plus
grand volume obtenue par les éléves.

Le sujet invite également a s’interroger sur le
concept de « boite sans couvercle ». Les échanges
qui ont pu étre menés avec les éleves ont cepen-
dant conduit a I’'idée de supprimer une face du
solide (ou plusieurs) de sorte que le nouveau so-
lide obtenu ait une ouverture (et une seule) et
puisse étre qualifié de contenant. Par exemple, on
ne supprimera pas la face latérale d’un cylindre !
Lenseignant peut profiter de ce débat pour rappe-
ler que les boites ne sont pas forcément des pavés
droits, de nombreux exemples issus de 1’environ-
nement des éléves illustrant ceci (pot a crayons
cylindrique, boite a livres hexagonale...).

Il est par ailleurs utile de détromper les éleves
sur l'impression possible que toute boite est
dépliable/développable en une figure plane, au-
trement dit que tout objet de 1’espace posséde
une représentation plane isométrique. La sphere,
meéme perforée/trouée, offre un exemple de solide
usuel pour lequel la fabrication d’un patron est
impossible [2] p. 29].

Fabrication de tres grandes boites avec une feuille A4

Enfin, comme le sujet concerne l’optimisation
d’un volume, et donc la comparaison, le calcul
ou l’estimation de volumes, il est nécessaire de
porter une attention sur les données numériques
apportées par 1’énoncé, et donc sur les dimen-
sions d’une feuille de format A4. Dans le com-
merce, les dimensions indiquées en millimetres
sur les ramettes de papier A4 sont 210 x 297. Ces
deux mesures ne sont cependant que des valeurs
approchées des dimensions L (longueur) et I (lar-
geur) de la feuille, le format A4 devant satisfaire
les conditions suivantes [3}, p. 1-4] :

L=+2x] et Lxl= 2i4 (en metres carrés)
ce qui donne :

(en metres)

L =297,310778... e s
{ (en millimetres).

1=210,224103...

Les valeurs approchées 297 mm et 210 mm peuvent
cependant étre considérées comme suffisantes pour
une approche effective des volumes des boites fa-
briquées par des éléves de cycle 3 ou 4. Ainsi, tout
au long de cet article, les calculs seront effectués
avec les valeurs des dimensions affichées dans le
commerce.

Boites cubiques et compa-
raison directe des volumes
(cycles 3 & 4)

La formule usuelle « la plus grande boite » est am-
bigué au sens mathématique du terme. Par la pré-
sence du superlatif « la plus », nous comprenons
qu’il s’agit de comparer les boites. Nous ignorons
en revanche s’il s’agit de comparer ces boites vis-a-
vis de la hauteur, ou bien vis-a-vis de la contenance.
Les éléves de CM2 de 1’école de Diebling ont cepen-
dant rapidement donné du sens a la question en
portant leur attention sur les cubes gigognes. Pour
les écoliers, comparer (directement) deux boites
était devenu « essayer de les rentrer 'une dans
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I'autre, comme des boites gigognes » (sic), ce qui
revient a dire qu'une boite est plus grande qu'une
autre lorsque la contenance de la premiére est
supérieure a la contenance de la seconde.

f“a-"" g q

Figure 2. Boites cubiques gigognes.

Les éléves ont ensuite découvert un premier
patron d’une boite cubique sans couvercle (c’est-
a-dire avec une face manquante de sorte que
le nouveau gabarit obtenu puisse toujours étre
qualifié de patron), puis un second, se convain-
cant ainsi de la non-unicité du patron. Les éléves
peuvent méme, a partir des onze patrons @ du
cube avec couvercle (a une isométrie pres), déter-
miner les huit patrons du cube sans couvercle (a
une isométrie pres).

Figure 3. Les huit patrons du cube sans couvercle.

Comme l'illustrent ensuite les cubes gigognes,
volume et aréte d’un cube croissent ensemblel[l]l
Pour un patron donné (parmi les huit), il s’agira
donc, pour maximiser le volume, de construire
des faces carrées dont les longueurs des cotés
sont les plus grandes possibles, mais sans débor-
der de la feuille de format A4. Autrement dit, il
s’agira de construire un patron de sorte que la
chute de papier soit minimale. La question est
ensuite de savoir si les huit patrons aboutissent
finalement au méme volume maximal. Apres diffé-
rents « essais », expression utilisée par les éleves,

I’attention de ces derniers est portée sur les deux
patrons de boite cubique sans couvercle suivants :

Le volume est maximal lorsque
I’aréte est égale a

Le volume est maximal

lorsque I'aréte est égale a . (L 1
. L 1 mln(Z ; E) ~ 7,4cm.
m1n(§ ; §) ~ 7,0cm.

Comme le second patron permet d’obtenir un cube
avec des arétes/faces plus grandes, le volume
maximal sera plus grand (principe des cubes gi-
gognes). La formule du volume d’un cube donne :
V paximal = 409 cm? (calcul effectué a partir des
dimensions affichées dans le commerceEI). On re-
tiendra aussi que la longueur maximale d'une aréte
(et donc le volume maximal du cube) dépend du
patron choisi.

Il serait dommage de ne pas reprendre l'idée
d’Alexis en s’autorisant a découper certaines faces
du cube (par exemple, en deux trapézes rectangles
et un triangle isocele). Si I’on note h la hauteur du
triangle isocéle (la hauteur qui est également axe
de symétrie) et ¢ la longueur de l’aréte du cube,
plusieurs configurations apparaissent :

NI
I

C

h = 0 (cas limite)

1. Ce qui s’explique par le fait que la fonction a — a3 est strictement croissante sur R+.
2. En effectuant le calcul a partir des valeurs exactes des dimensions de la feuille, on aurait trouvé V eima = 411 cm3.
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La surface d’une feuille de format A4 est renta-
bilisée lorsque 0 < h < % et c = min(§ i 5=
9,91 cm (calcul effectué a partir des dimensions
exactes de la feuille). D’apres le principe des cubes
gigognes selon lequel volume et aréte croissent en-
semble, la nouvelle boite obtenue est plus grande
que les précédentes. Plus précisément, on a :

V maximal = 970 cm3.

Boites parallélépipédiques rec-
tangles et comparaison des
contenances (cycles 3 & 4)

Cette section s’intéresse au cas des boites pa-
rallélépipédiques rectangles sans couvercles et
a leurs patrons en forme de croix, construits en
découpant a chaque coin d’une feuille de papier
rectangulaire un carré. Les quatre carrés ainsi
Otés sont supposés superposables.

Figure 4. Fabrication d’une boite parallélépipédique rectangle
(sans couvercle).

Les éleves construisent ainsi différentes boites pour
tenter dans un second temps de les classer, du conte-
nant le plus petit au contenant le plus grand. Il
leur faudra cependant un certain temps pour inté-
grer l'idée qu’il n’est pas toujours possible de com-
parer directement les contenances de deux boites
parallélépipédiques rectangles, certaines étant plus
larges, d’autres plus profondes et d’autres encore
plus hautes. Si, dans la section précédente, un seul
parametre (longueur de l'aréte) intervenait, trois pa-
rametres (la longueur, la largeur et la hauteur) sont a
présent en jeu, ce qui change forcément la nature des
procédures de comparaison. Le défi consiste donc a
déterminer un nouvel algorithme de classement des
boites (vis-a-vis de la contenance).

Fabrication de tres grandes boites avec une feuille A4

Puisque le volume d’une boite mesure I’espace inté-
rieur et puisque la contenance mesure la quantité
qui peut étre contenue (en conservant la possibilité
de fermer la boite), le volume et la contenance appa-
raissent comme deux grandeurs proportionnelles. Les
éleves comprennent ainsi qu'il suffira pour identifier
les plus grandes boites de comparer les contenances
de celles-ci. Une question se pose alors concernant
le choix du contenu, la contenance ne pouvant étre
mesurée que si le contenu occupe bien tout I'espace
intérieur du contenant.

Leau occupe par exemple tout ’espace qu’on lui
offre, mais elle constitue un excellent solvant :
les boites en papier/carton ne résisteront pas.
Des réponses variées peuvent étre données par
les éleves : bonbons, noisettes, nouilles, lentilles,
grains de riz, graines de blé, de lin ou de pavot, se-
moule, farine, etc. Lidée est de remplir les boites
avec une substance qui possede certaines pro-
priétés physiques de l'eau, telles que la capacité
a opposer une faible résistance si on change la
forme du contenant (la substance occupe tout
I’espace de la boite) et a opposer une forte ré-
sistance si on change le volume du contenant
(la substance est difficilement compressible). Les
bonbons, les noisettes et les nouilles ne consti-
tuent pas des matieres granulaires suffisamment
fines : ils n’épousent pas les formes des récipients.

Dans certaines filieres (bois, céréales, BTP...), la no-
tion de volume en vrac ou de volume apparent est
utilisée : il s’agit du volume occupé par une matiere
granulaire, espaces entre chaque granulé compris.
Le volume en vrac (déversement de fagon aléatoire
dans un récipient) dépend de 1’agencement des gra-
nulés, mais aussi du récipient. Pour un trés grand
nombre donné de granulés, c’est-a-dire lorsque les
dimensions du contenant sont tres grandes devant
celles des granulés, le volume en vrac devient une
mesure suffisamment proche de la contenance de la
boite. I’idée est donc de choisir une substance gra-
nulaire suffisamment fine. La farine est par exemple
une matiére intéressante puisqu’elle est fine — elle
adhere cependant aux textiles et a la peau, et exige
un temps de nettoyage des surfaces farinées. Les prix
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d’achat des lentilles vertes, des graines de lin ou de
pavot (matiéres fines) sont plus élevés. La semoule,
les graines de blé et le riz peuvent étre utilisés, méme
s'il n’est jamais vain de rappeler aux éleves la néces-
sité de lutter contre le gaspillage alimentaire et d'une
maniére générale, de ne pas jouer avec la nourriture.
Les graines de blé ont I'avantage de pouvoir, a l'issue
des expérimentations, étre offertes aux oiseaux de
la cour de récréation de I'école — méme si elles ne
constituent cependant pas la matiere granulaire la
plus fine parmi celles précitées. Dans tous les cas, il
appartiendra a I'enseignant de retenir, selon ses pré-
férences et objectifs, 'une ou l'autre des suggestions
des éleves.

Pour une substance granulaire suffisamment fine,
volume de la boite et volume en vrac (contenance)
d’une part, puis volume en vrac et masse du contenu
d’autre part, sont proportionnels, si bien que, par
transitivité, volume de la boite et masse du contenu
sont également proportionnels. Pour comparer les
volumes des différentes boites fabriquées, il suffira
donc de remplir lesdites boites, par exemple de se-
moule moyenne — nous respecterons ainsi le choix
des éléves de 1’école de Saint-Exupéry a Diebling et
du college Jean-Jacques Kieffer a Bitche —, et en-
suite de comparer entre elles les masses de semoule

contenue dans chacune des boites fabriquées.

Figure 5. Premieres boites réalisées par les écoliers de Die-
bling.

Ces propos sont illustrés par les résultats obtenus
par les éléves de Diebling (fig. [5), ces derniers ayant
fabriqué huit boites en papier : la premiere boite
correspond a la boite d’Alexis, la seconde ressemble

davantage a une pochette, et les six autres sont des
pavés droits constitués a partir de patrons en forme
de croix.

Numéro de la boite Masse de la semoule
(moyenne) contenue
7769
48¢g
695¢g
628g
901g
198¢g
7979

692g

||| W|IN|-

Selon le niveau de la classe et la progression
des enseignements, le professeur pourra décider
de poursuivre ou non l’activité. Une recherche
sur la toile des densités apparentes (la densité
apparente est la masse volumique apparente,
c’est-a-dire le rapport de la masse par le volume
en vrac; il est intéressant de noter qu’en Alle-
magne, les notions de volume en vrac/volume
apparent — Schiittvolumen —, de densité appa-
rente — Schiittdichte — et de masse de mille
grains — Tausendkorngewicht — sont utilisées
en séance de mathématiques pour le traitement
de problémes d’estimation de type Fermi — Schdt-
zaufgaben) de différentes matieres granulaires
permet en effet de dresser un tableau comparable
a celui ci-dessous (apres certaines conversions

d’unités).
Masse d’un cm? en vrac
Lentilles vertes 0,83g
Grains de riz 0,90g
Graines de blé 0,79¢g
Graines de lin 0,62g
Graines de pavot 0,62g
Farine 0,50g

Ces données restent a considérer avec prudence,
la densité apparente dépendant de la taille des
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graines (informations non forcément indiquées
sur les pages web consultées). Le cas de la
semoule illustre ces derniers propos.

A l'aide d’un verre doseur et d’une balance, on
peut estimer les masses d’un cm? de semoule fine
et d’'un cm® de semoule moyenne via certaines
regles de proportionnalité. Comme prévu, pour
le méme volume en vrac, la masse de la semoule
fine est supérieure a celle de la semoule moyenne
(d’environ 5 %), I’agencement entre les granulés
se faisant mieux avec la semoule fine.

: Rl

Figure 6. Expérience pour la détermination des densités ap-
parentes des semoules.

Dig-Not, TV N'AVRAIS

PAs PRIS UN PEV DE
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« On pese le verre doseur.
e On pese 50cL de semoule (ou 100cL).
¢ On 6te la masse du verre doseur.

Masse d'un cm? de
semoule en vrac
0,84¢g
0,80g

Semoule fine

Semoule moyenne

Ces données permettent de donner une estima-
tion du volume de chaque boite fabriquée, apres
en avoir pesé les contenus.

Par exemple, d’apres les calculs des éleves (fi-
gure [5), la plus grande boite fabriquée a un
volume d’environ 1126 cm3.

X1

—u ve TIaN@UES PAC D ARe !

ON NE PARLE PAS DINSY B Son
( rTeon !
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Conclusion

Ainsi s’acheve la premiére partie de cet article.
Les expérimentations proposées ont illustré com-
bien les mathématiques peuvent étre accessibles
et combien s’y adonner peut devenir un vrai plai-
sir. Au cours de ces activités, les jeunes apprentis-
chercheurs (cycles 3 & 4) ont en effet révélé une
certaine ingéniosité tant dans leurs manipulations
que dans leurs analyses, offrant ainsi aux profes-
seurs des occasions de valoriser leurs productions.
Les ateliers se sont aussi présentés comme des op-
portunités de développement professionnel pour
les enseignants qui ont été parfois engagés a réin-
terroger leurs savoirs face aux idées et suggestions
des éléves (comme 1’écolier Alexis).

Concernant les calculs présentés au fil des pages
de cette premiere partie, la plus haute marche du
podium a été atteinte en considérant une boite
parallélépipédique rectangle dont le volume est
égal a environ 1126 cm3. Une premiére question
s’impose alors : est-il possible d’affiner ce ré-
sultat en considérant toujours des pavés droits,
mais en recourant a des outils mathématiques
propres au cycle 4 ? Les échanges avec les éleves
ont par ailleurs permis de rappeler qu'une boite
n’a pas forcément une forme parallélépipédique

rectangle. Cette remarque ouvre la voie a une
seconde question : est-il possible de fabriquer des
boites présentant de nouvelles formes, mais dont
les volumes dépassent le score obtenu avec les pa-
vés droits ? La suite de cet article (parution dans
un prochain numéro d’Au fil des maths) tentera de
répondre a ces deux questions en se concentrant
sur le cycle 4.
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