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Cartographie des mathématiques que je ne comprends pas

Cartographie des

mathématiques que

je ne comprends pas

Mickaël Launay nous fait le plaisir de partager le texte

de la conférence qu’il a donnée en clôture des Journées

Nationales à Jonzac. Une belle invitation vers des terres

inconnues.

Mickaël Launay

.................... SQUARE ....................

Lorsque l’on fait des maths, il existe plein de rai-

sons différentes pour lesquelles notre compréhen-

sion peut se retrouver bloquée face à un résultat.

Mickaël Launay propose une tentative de carto-

graphie personnelle des différentes façons de ne

pas totalement comprendre une idée.

Les mathématiques que l’on ne comprend pas sont

bien sûr les plus intéressantes. Ce sont elles qui

nous attirent, nous intriguent et nous motivent.

Tout comme il y a mille manières de comprendre,

il y en a mille de ne pas comprendre. Chacun ne

comprend pas « à samanière ». Et les retours en ar-

rière sont toujours possibles : comprendre mieux,

c’est parfois se rendre compte que, finalement, on

ne comprend pas aussi bien qu’on le pensait.

Voici une tentative de cartographie des mathéma-

tiques que je ne comprends pas. Cet article est

issu, avec quelques adaptations, de la conférence

que j’ai eu le plaisir de donner lors des Journées

APMEP à Jonzac. Bien sûr, cette carte est à la

fois très personnelle et loin d’être exhaustive. À

chacun de la compléter ou de la modifier selon

ses propres perceptions !

Évidences, images mentales et

preuves

L’expédition commence sur les rives du lac des

évidences. Là se trouvent les quelques trucs que

je pense bien comprendre. Les concepts qui me

semblent fluides et que je parviens à manipuler

mentalement sans difficulté.

Ce lac se trouve à l’intersection de deux régions

plus vastes : la jungle des images mentales et la

plaine des preuves.

Car j’estime avoir bien compris quelque chose

lorsque j’ai en tête ces deux choses : d’une part

une preuve implacable, un enchaînement logique

qui ne laisse aucun doute sur la véracité du résul-

tat, et d’autre part une représentation mentale

qui me donne, quand je pense à ce résultat, un

sentiment d’évidence.

C’est le cas, par exemple, du théorème de Tha-

lès ou de l’identité (a + b)2 = a2 + 2ab + b2. Je

sais les démontrer en partant des définitions et

axiomes de base. Mais j’ai aussi, quand j’y pense,

des images qui me viennent à l’esprit et me pro-

curent un sentiment de certitude indépendant de

ces démonstrations.
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Les deux aspects sont importants. Une image men-

tale sans preuve peut toujours être un leurre. Une

preuve sans image mentale laisse un goût d’in-

achevé, comme si quelque chose continuait de nous

échapper.

Car comprendre, ce n’est pas simplement

savoir avec certitude que quelque chose est

vrai. C’est plus intime, c’est un sentiment

profondément humain, personnel et souvent

inexplicable.

Une preuve peut nous aider à comprendre, elle

peut nous accompagner sur son chemin, mais

elle n’est pas suffisante.

De nombreux résultats se trouvent dans ma plaine

des preuves sans pour autant se trouver sur le

lac des évidences. Je suis certain qu’ils sont vrais

car je sais les démontrer, mais ils conservent un

petit quelque chose d’impénétrable. C’est le cas

du théorème de Pythagore qui garde, après toutes

ces années à le côtoyer, quelque chose de mysté-

rieux pour moi. Comme si nous avions eu un coup

de chance incroyable qu’une relation aussi simple

existe entre les côtés d’un triangle rectangle. Je

n’ai pas, comme pour Thalès, cette petite voix qui,

en voyant la figure, me dit « non mais bien sûr, ça

ne pouvait pas se passer autrement, ça ne pouvait

qu’être vrai ! ».

Fausses bonnes idées

L’ensemble de cette région se trouve au bord de

l’océan des préjugés. Dans ses remous désordon-

nés se trouvent toutes les mauvaises interpréta-

tions, les idées reçues, les choses que l’on pense

vraies à tort et qui nous ralentissent parfois sur

le chemin de la bonne compréhension.

Une mauvaise idée peut être bénéfique à condi-

tion de ne pas trop y tenir. En la creusant et en réa-

lisant qu’elle est fausse, elle nous permet d’une

certaine manière de mieux cerner, par le néga-

tif, ce qui pourrait être vrai. Les contre-exemples

sont souvent d’un prodigieux secours pour mieux

comprendre.

Au milieu de cet océan se tient un récif sur le-

quel j’aimerais m’attarder un peu : le récif des

fausses bonnes idées. Ce sont des idées correctes,

mais qui, pourtant, peuvent limiter notre compré-

hension. Dans cette catégorie, je place certaines

(pas toutes) preuves sans mots. Cette image par

exemple est un classique du genre :

Elle illustre le fait que la somme infinie

(1
4) + (1

4)
2

+ (1
4)

3
+ ⋯

est égale à
1
3· En supposant que le côté du carré

vaut 1, les carrés beiges par taille décroissante
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ont bien des aires égales à respectivement
1
4 ,

(1
4)

2
, (1

4)
3
, ⋯ et ils recouvrent tous ensemble

1
3

du carré puisqu’on identifie deux groupes de

carrés bleus qui ont la même aire.

En soi, c’est exact, il n’y a rien de faux dans cette

image. Pourtant, elle donne l’impression qu’une

coïncidence se produit avec cette somme qui la

rend représentable sous la forme d’un carré. Vous

ne trouverez pas d’images similaires si vous rem-

placez
1
4 par

1
5 ou

1
17 dans la somme. On ne peut

pas découper un carré (ni un pentagone ou une

autre figure simple) en cinq carrés plus petits.

Comme si cette somme-là était spéciale.

En réalité, la représentation géométrique en carré

ne sert à rien. Vous pouvez tout aussi bien par-

tir d’une figure quelconque, que vous divisez en

quatre parties égales. Peu importe qu’elles soient

de même forme ou non. Puis vous divisez une de

ces quatre parties en quatre plus petites et ainsi

de suite.

Cette image prouve aussi bien que le carré l’éga-

lité, mais elle a un gros avantage : elle est

généralisable. Vous pouvez maintenant choisir

de découper votre forme de départ en dix-sept

morceaux (ou n’importe quel entier naturel) et

répéter le processus, vous aurez alors une preuve

visuelle de l’égalité

1
17 + ( 1

17)
2

+ ( 1
17)

3
+ ⋯ = 1

16·

La représentation en carré, sans être fausse, était

non seulement inutile, mais pouvait devenir un

obstacle à une compréhension plus générale de

ces sommes.

Étendues sauvages

et conjectures

Au-delà des territoires familiers, se trouvent des

mathématiques plus lointaines. Ce sont celles

pour lesquelles une des raisons de mon incom-

préhension est le peu de temps que j’ai passé à

les étudier. Les mathématiques sont vastes et on

ne peut pas être partout à la fois.

Les grands lacs représentent les zones bien bali-

sées et documentées par les spécialistes de ces su-

jets. L’étendue sauvage, au contraire, est constituée

de tous les territoires répertoriés, mais mal connus.

Entre les deux se trouve la métropole des conjec-

tures. C’est là que travaillent les mathématiciennes

et mathématiciens. À chaque recherche qui dé-

marre, à chaque nouvelle idée lancée, la ville gagne

un peu sur l’étendue sauvage. À chaque théorie lon-

guement maturée et digérée, la ville cède un peu

de terrain aux grands lacs.

Je trouve fascinant que parfois les résultats les

mieux compris se trouvent tout près des mys-

tères les plus impénétrables. Le problème de

l’empilement des sphères, qui a valu en 2022

la médaille Fields à Maryna Viazovska, m’en

semble un exemple flagrant. Selon la dimension

dans laquelle on l’étudie, il se passe des choses

très différentes.

En dimension 2, pour remplir de la façon la

plus efficace possible un plan avec des disques,

on les place de la même façon que les alvéoles

d’un nid d’abeille, en suivant la trame d’un

pavage hexagonal. Il est assez facile d’être

convaincu intuitivement qu’on ne peut pas faire

mieux et il n’est pas très compliqué de le

démontrer rigoureusement.

En dimension 3, on peut également rapidement

conjecturer que l’empilement optimal est celui

des empilements d’oranges qu’on a l’habitude de
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voir sur les étals des marchands de fruits et lé-

gumes. La preuve en revanche est ici bien plus

complexe et n’a été apportée qu’en 1998 par

Thomas Hales avec une assistance informatique.

Au-delà, chaque dimension semble avoir sa spéci-

ficité et une difficulté qui lui est propre. Viazovska

a reçu la médaille Fields pour avoir démontré les

configurations optimales en dimensions 8 et 24.
C’est une chose surprenante au premier abord,

mais la difficulté du problème ne croit pas avec

la dimension et les cas 8 et 24 sont plus faciles à

aborder que les dimensions 4, 5 ou 6.

Pour les autres petites dimensions (disons entre

4 et 16) il existe des conjectures quant aux

empilements optimaux, mais les démonstra-

tions semblent encore loin d’être accessibles

en l’état de la recherche. Pour les plus grandes

dimensions, il n’existe même pas de conjec-

tures raisonnables sur ce que pourraient être

les meilleurs empilements.

En changeant simplement un nombre dans

l’énoncé du problème, on passe de l’évidence

à l’inconnu en passant par des conjectures

hasardeuses et des résultats maîtrisés mais

très complexes.

Analogies
L’ensemble de ces territoires est cerné par les

montagnes de l’analogie. En les gravissant, on

peut observer de haut l’ensemble des domaines

parcourus. Il est alors possible de voir comment ils

se côtoient et communiquent entre eux. Les analo-

gies jettent des ponts parfois inattendus entre les

théories. Elles sont surtout au cœur de la compré-

hension des concepts. Comprendre, c’est souvent

créer des liens.

Il y a quelques années, j’assistais à une conférence

au cours de laquelle l’orateur, à quelques minutes

d’intervalle, cita deux théorèmes qui tous les deux

contenaient le nombre 11 dans leur énoncé. Il

se retourna alors vers nous et nous annonça :

« Ces deux 11 là, ce sont les mêmes ! » Cette sor-

tie saugrenue fit rire la salle. Bien sûr que ces

deux 11 sont les mêmes… Un 11 est un 11. Il n’y
a qu’un seul 11. Mathématiquement, cette phrase

ne voulait pas dire grand chose. Et pourtant, tout

le monde a bien compris ce qu’il voulait dire.

Il disait : il existe un lien caché entre ces deux

théorèmes et ce n’est pas un hasard si on retrouve

le même nombre à ces deux endroits.

Tenez, considérez par exemple ces deux objets

mathématiques.

1

1 1

1 1

1 1

1 1

2

3 3

4 6 4
. . .

V =
1

3
Bh

D’un côté le triangle de Pascal, de l’autre le vo-

lume d’une pyramide. Des deux côtés on peut voir

le nombre 3 (il y en a même deux dans le triangle).

La question se pose alors : ces trois sont-ils les

mêmes? Autrement dit, existe-t-il un lien caché

entre le triangle de Pascal et la pyramide qui pour-

rait nous faire dire que ce n’est pas un hasard si

c’est le même nombre qui apparaît ici et là ?

En faisant quelques étapes, on parvient en effet à

tracer un chemin effectif entre les deux.

1

1 1

1 1

1 1

1 1

2

3 3

4 6 4
. . .

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

f (x) = x3 =⇒ f ′(x) = 3x2

∫
x2 dx =

1

3
x3

V =
1

3
Bh

Première étape : dans l’identité remarquable

(𝑎 + 𝑏)𝑛, les coefficients du développement sont

donnés par les lignes du triangle de Pascal.

Deuxième étape : la dérivée de 𝑥𝑛 se trouve

en écrivant la limite de
(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ · En dé-

veloppant, on trouve qu’il s’agit du deuxième

coefficient de l’identité remarquable ci-dessus.

Troisième étape : l’intégrale de 𝑥𝑛 se calcule

par sa primitive, c’est-à-dire l’opération inverse de

la dérivée. On y retrouve donc notre coefficient.

Quatrième étape : le volume de la pyramide se

calcule par une intégrale le long de sa hauteur.
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Par le même chemin on comprend également que

l’aire d’un triangle vaut
𝐵ℎ
2 : le 2 est celui de

la troisième ligne du triangle de Pascal. On en

déduit aussi qu’en dimension 4, l’hypervolume

d’une hyperpyramide doit être égal à
𝐵ℎ
4 , avec

le 4 de la cinquième ligne et ainsi de suite pour

les dimensions supérieures.

Ce type de chemin mental nous aide à mieux

comprendre, mais semble impossible à définir ri-

goureusement. Peut-on dire que tous les 3 des

mathématiques sont les mêmes? Ou bien existe-t-il

des 3 fondamentalement différents? Ces questions

n’ont pas vraiment de sens. Et pourtant nous les

comprenons, nous ressentons ce qu’elles veulent

dire. Elles sont, à mon avis, un parfait exemple du

fait que comprendre les mathématiques n’est pas

une chose mathématique.

Perplexités

Cachées au plus profond des montagnes de l’ana-

logie se trouvent les grottes de la perplexité.

S’y terrent les résultats les plus intrigants qui

soient. Ce sont des mathématiques dont je com-

prends souvent (au moins de façon superficielle)

les énoncés, mais dont je n’arrive absolument

pas à concevoir par quel enchaînement d’idées,

même géniales, elles ont pu être produites par un

cerveau humain.

Voici un résultat de théorie des nœuds dû à

John Conway que j’ai découvert récemment. Un

des enjeux de cette théorie est de trouver le

moyen de savoir si deux nœuds donnés sont

égaux où non, c’est-à-dire s’il est possible de

transformer l’un en l’autre sans couper la ficelle.

Dans un article de 1970, Conway décompose

les nœuds en « tangles » (ou enchevêtrements)

qui sont composés de deux ficelles (avec quatre

bouts libres donc) qui s’emmêlent. Voici quelques

exemples de tangles donnés dans l’article :

Illustration John Conway, image issue de son article.

Les notations en dessous correspondent à un

code inventé par Conway pour désigner chaque

tangle. Les tangles 1 et −1 sont donnés sur la

deuxième colonne et les suivants se déduisent par

les opérations suivantes :

a b

a + b

a b

(ab)

Illustration John Conway, image issue de son article.

Sur ces schémas, chaque tangle est défini par un

rond dans lequel est inscrit un L indiquant son

orientation. Ainsi pour former le tangle a + b à

partir des tangles a et b, on les place l’un à côté

de l’autre (sans changer leur orientation) et on

relie leurs fils comme indiqué. Vous pouvez par

exemple vérifier à partir de cette règle qu’on a

bien 1+1 = 2. Pour former ab en revanche (qui ne

désigne pas le produit, mais la concaténation de

a et b), le tangle a doit subir une symétrie avant

d’être relié au b.

Chaque tangle est ainsi associé à une suite de

nombres. Et, à partir de cette suite de nombres,

il est possible de construire une fraction continue.

Par exemple, les deux tangles les plus à droite

ci-dessus et notés respectivement 2111 et 2(−3)2
correspondent aux fractions suivantes :

1+
1

1+
1

1+
1

2

2+
1

− 3+
1

2

Le théorème de Conway affirme alors que les deux

tangles sont égaux (c’est-à-dire qu’il est possible
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de transformer l’un en l’autre en manipulant les

ficelles, mais sans les couper) si et seulement si

les fractions continues associées sont égales !

Les deux fractions ci-dessus sont effectivement

égales car elles valent
8
5 ; leurs tangles associés

sont donc égaux.

Je trouve ce résultat absolument magnifique au-

tant qu’il me plonge dans la plus grande per-

plexité. À quel moment et dans quelles conditions,

en suivant quel chemin, une connexion s’est-elle

créée dans l’esprit de Conway entre les nœuds et

les fractions rationnelles? Comment l’idée d’un

pont comme celui-ci est-elle survenue dans son

esprit ? Même en ayant le résultat sous les yeux,

je ne parviens pas à imaginer ce qu’a pu être

ce cheminement.

Terra incognita

Il y aurait bien d’autres choses à rajouter sur cette

carte, mais nous allons arrêter ici notre périple. Il

reste toutefois une dernière chose indispensable

à ajouter. Pour pouvoir dire « je ne comprends

pas ce truc », encore faut-il être parvenu à for-

muler « ce truc » ! Savoir qu’on ne comprend pas

quelque chose est déjà un bon début, un premier

pas vers la compréhension.

Mais au-delà de ces régions se trouvent des éten-

dues bien plus vastes encore dont nous ignorons

tout. Des terra incognita dont nous ne savons pas

encore à quoi elles ressemblent, qui n’ont été ni ex-

plorées, ni même observées. La plus grande partie

des mathématiques reste encore à découvrir.

Illustrations de l’article : Chloé Bouchaour.

............................ SQUARE ............................

Mickaël Launay est mathématicien youtubeur, animateur de la chaine Micmaths Youtube.

launaymickael@gmail.com
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