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« Le plus grand produit »

en CM1

Comment construire une partie de ses apprentissages a
partir de problemes de recherche au cycle 37? L'article
propose un exemple de mise en ceuvre d’une situation di-
dactique de recherche de problémes en classe de CM1.

Gilles Aldon, Florence Margerand, Sabrina Roussel & Agnés Viry-Leroi

Introduction

Depuis plusieurs années, le groupe DREAMEl
(Démarche de Recherche pour I’Enseignement
et I’Apprentissage des Mathématiques. @) s’est
donné comme objectif de développer un modele
d’enseignement fondé sur la résolution de
problémes, en s’appuyant sur la dimension
expérimentale des mathématiques. La volonté
d’expérimenter a plus grande échelle, dans un
contexte ordinaire, les conditions et contraintes
pour qu'un enseignement des mathématiques
puisse s’inscrire dans une démarche de manipu-
lation a travers la résolution de problemes, nous
a conduits a candidater au réseau des LéA (Lieux
d’Education Associés) de I'IFE (Institut Francais
de I’Education).

Ainsi, d’abord dans le LéA DuAL @ puis, depuis
la rentrée 2023-2024, dans le LéA ECL@Maths
(Ecoles Colléges Lycées @pprentissage des
Mathématiques @), nous nous intéressons :

e aux apprentissages des éleves et a leur éva-
luation dans un enseignement fondé sur la
recherche de problémes;

e également aux caractéristiques d'un disposi-
tif d’accompagnement pour des enseignants
qui souhaiteraient mettre en ceuvre avec leurs
éléves un tel enseignement.

Le LéA ECL@Maths est organisé en « mini-
labos », chacun étant constitué d’enseignants

accompagnés par un (ou des) formateur(s) et
chercheur(s) du groupe DREAM.

Dans l’académie de Rennes, le mini-labo se déploie
sur les circonscriptions de Liffré et de Chateau-
giron. Il rassemble sept enseignants exercant en
CM1 ou CM2 accompagnés par les deux conseilléres
pédagogiques, référentes mathématiques de ces cir-
conscriptions, la conseillere pédagogique départe-
mentale de la mission Mathématiques ainsi qu'un
chercheur de I'IREM de Lyon, ces derniers co-auteurs
de cet article.

Situations Didactiques de
Recherche de Problemes

Les recommandations institutionnelles insistent
sur la nécessité d’accorder une place importante a
la résolution de problémes. C’est en effet a travers
celle-ci que les compétences majeures de 'activité
mathématique (chercher, modéliser, représenter,
raisonner, calculer, communiquer) sont mises a
I’épreuve. Mais c’est aussi a travers les problemes
que les connaissances mathématiques sont éprou-
vées, exercées et parfois découvertes comme ou-
tils de résolution avant d’étre étudiées comme
objets mathématiques.

Alors, quels problemes peuvent-ils étre propo-
sés aux éléves pour que ces compétences soient
effectivement travaillées ?

Et comment ces problémes peuvent-ils nourrir
a la fois les acquisitions de connaissances et de

1. Le groupe DREAM est une équipe de I'IREM de Lyon qui s’intéresse, dans la continuité des travaux sur les problémes ouverts,
a l'utilisation de problemes dans la classe de mathématiques, depuis le cycle 3 jusqu’a l'université. Il est composé d’enseignants
chercheurs, de formateurs et d’enseignants travaillant dans un paradigme de recherche orientée par la conception.
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« Le plus grand produit » en CM1

compétences ? La réponse proposée est de s’ap-
puyer tout au long de I’année sur des situations
didactiques de recherche de problemes (SDRP)
qui sont définies comme :

« des situations didactiques, c’est-a-dire des si-
tuations d’apprentissage dans lesquelles les
éléves sont confrontés a un milieu suffisamment
riche et réactif pour qu’ils puissent tout d’abord
faire fonctionner leurs connaissances puis les
enrichir pour répondre a la situation proposée;

e des situations dans lesquelles la dimension ex-
périmentale est fortement présente, dimension
caractérisée par une confrontation de faits avec
des faits, de faits avec des idées ou d’idées
avec des idées;

o des situations dans lesquelles les compétences
fondamentales peuvent étre mises a I’épreuve.

Les SDRP sont construites sur des probléemes
analysés tant dans leur dimension mathématique
(concepts en jeu, solutions multiples) que sur leur
dimension didactique (apprentissages visés, va-
riables didactiques). Laspect expérimental conduit
a considérer la possibilité de la construction em-
pirique de certains objets mathématiques et la
confrontation a leurs définitions théoriques. Ainsi
les problemes, bases des SDRP, se doivent d’étre
suffisamment difficiles pour permettre le déploie-
ment des compétences, mais suffisamment abor-
dables pour laisser la possibilité de commencer
la résolution avec ses connaissances et compé-
tences préalables. En reprenant la définition que
David Hilbert donne dans son fameux discours au
congres international des mathématiciens de Pa-
ris en 1900, « Pour avoir de I'attrait, un probléeme
mathématique doit étre difficile, mais non pas in-
abordable, sinon il se rit de nos efforts; il doit au
contraire étre un véritable fil conducteur a travers
les dédales du labyrinthe vers les vérités cachées,
et nous récompenser de nos efforts par la joie
que nous procure la découverte de la solution. » &3

Nous avons donc comme ambition de placer
les éleves dans une situation authentique de
mathématiques pour exercer leurs compétences.

2. La solution de ce probléme est disponible ici .

Une premiere SDRP en CM1

Cette partie décrit la mise en ceuvre de la premiére
séance de la SDRP en s’appuyant sur I’expérience
vécue dans une classe de CM1 du mini-labo de
Rennes durant 1’année scolaire 2022-2023. Cette
séance a duré plus d’une heure : les éléves étant
tres engagés dans la recherche, personne n’a vu le
temps passer!

Parmi les décompositions additives d’un entier
naturel, trouver celle(s) dont le produit des termes
est le plus grand.

Cette SDRP repose sur le probleme général des
décompositions additives d’un nombre naturel
que l'on connait en mathématiques sous le nom
de partition d’un entier et dont on sait que le
nombre d’éléments croit tres rapidement lorsque
le nombre naturel augmente. Il s’agit ainsi, parmi
toutes les partitions d’un entier, de trouver celle(s)
dont le produit est le plus grandEl La croissance
élevée du nombre d’éléments des partitions d'un
entier est une variable importante de la situa-
tion, puisque, tres vite, la méthode consistant a
écrire toutes les décompositions additives et choi-
sir celle(s) dont le produit serait le plus grand
devient inefficace. Il s’agit donc d’obtenir la solu-
tion du probléme a travers des raisonnements qui
vont s’appuyer sur les expériences qui pourront
étre faites sur des « petits » nombres. Une autre
variable de la situation est ici, pour le professeur,
de proposer des exemples choisis en fonction des
éleves. Les rétroactions que le milieu de la si-
tuation propose doivent permettre de mettre en
évidence des invariants qui peuvent ensuite étre
mis a I’épreuve sur d’autres nombres. Enfin, la ré-
ponse au probléeme est intéressante en ce qu’elle
ameéne a partitionner I’ensemble des nombres na-
turels suivant les restes dans la division par 3. Les
éléves de cycle 3 ont ’habitude de partitionner les
nombres naturels en pairs et impairs, mais cette
rencontre avec les restes d’une division par 3 est
nouvelle et peut aussi permettre de revenir, pour
les enseignants, sur la définition des nombres


https://cnum.cnam.fr/pgi/fpage.php?8XAE472/63/100/460/0/0
https://math.univ-lyon1.fr/dream/wp-content/uploads/2022/04/Plusgrandproduit_Analyse_Maths_DREAM.pdf

pairs et impairs (ceux dont le reste dans la di-
vision par 2 est 0 et ceux dont le reste dans la
division par 2 est 1).

Cette mise en ceuvre a été réalisée dans le
cadre de I’'accompagnement proposé aux ensei-
gnants engagés dans cette expérimentation. De
ce fait, elle a été contrainte par la présence d’un
observateur/formateur dans la classe.

Etape 1 : appropriation de la situation

Pour commencer, ’enseignante présente aux
éleves le contexte dans lequel ce travail est pro-
posé. Il s’agit de résoudre un probléme résistant
pour lequel ils ne trouveront peut-étre pas de ré-
ponse le jour méme. Elle indique également que
ce travail s’inscrit dans le cadre d’un groupe de
travail en mathématiques auquel elle participe et
qui collabore avec un chercheur.

Elle affiche ensuite une version adaptée de
I’énoncé et demande aux éleves de la lire et d’y
réfléchir :

Parmi les décompositions additives du nombre 10,
vous devez trouver quel est le plus grand produit.

Méme sil’énoncé est adapté a une classe de CM1,
certains mots du lexique mathématique (décom-
positions, additives, produit) nécessitent une ex-
plication car les éleves ne sont pas habitués a
les utiliser et encore moins a les rencontrer dans
un méme énoncé. Ces notions sont exemplifiées a
partir de propositions d’éléves. Ceci permet égale-
ment de briser une premiere conception erronée :
une décomposition additive serait constituée de
deux termes seulement.

ﬁ memAre 40

/{O: 5"'5 — 5X5
/1'0:8.,.2 e -
O:ﬂ—*/{ S N

‘{O-5+5
= o/ + o
/{O:4+4+/{ ; xD %l

Cette phase d’appropriation amene donc les
éleves a s’interroger sur le lexique utilisé en
mathématiques, a renforcer le sens de celui qui

« Le plus grand produit » en CM1

a été préalablement rencontré dans un autre
contexte (décomposition en unités de numéra-
tion, par exemple) et a tisser des liens entre des
connaissances issues de sous-domaines mathéma-
tiques différents. Cette appropriation met ainsi
en relation des savoirs mathématiques anciens et
en fait déja émerger de nouveaux.

Lutilisation d’un exemple choisi par I’enseignant
facilite la dévolution du probléme. Le choix d'un
nombre (10) dont les éléves maitrisent plusieurs dé-
compositions additives leur permet d’entrer par une
tache facile (décomposer 10) alors que le probléme
leur a été présenté comme résistant (I’analyse de
I’énoncé leur en a déja donné un apercu).

La synthése des premiers savoirs mathématiques

qui ont émergé lors de cette premiere étape est

déja riche :

¢ le vocabulaire, « terme » et « produit », n’est
plus un obstacle mais devient par son utilisa-
tion un langage commun qui permet de « parler
mathématiques »;

¢ la décomposition additive d’un nombre peut
comporter plus de deux termes;

e on peut effectuer un produit de plus de deux
facteurs.

Etape 2 : recherche individuelle

Cette étape est tres importante car elle permet
a tous les éleves de s’approprier la situation et
de s’investir. Les précisions apportées en amont
ainsi que le fait de commencer par un exemple
accessible aident a les enroler. Certains com-
mencent par recopier les exemples réalisés col-
lectivement au tableau, d’autres s’engagent dans
de nouvelles décompositions. Tous, méme ceux
qui sont moins a 1’aise ou qui ont moins d’appé-
tence pour les mathématiques, s’engagent dans
la tache proposée.

Le role de cette phase est de permettre aux
éleves de dégager des faits mathématiques de
leur propre expérience : par exemple, on élimine
les décompositions comportant des 0 ou des 1.

Cette étape donne toute sa place a l’écrit de
recherche : un écrit imparfait, qui accompagne
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« Le plus grand produit » en CM1

la réflexion et aide a structurer sa pensée. Les
éleves sont amenés a oser écrire avant d’étre siirs
de leur réponse, mais aussi a accepter de raturer
leur recherche pour avancer. La recherche s’ins-
crivant sur un temps long (plusieurs séances),
I’écrit de recherche trouve également toute sa
place comme trace mémorielle : il permet de no-
ter des idées qui pourront étre abandonnées par
la suite mais qui seront peut-étre «la graine »
d’une nouvelle piste qui germera ultérieurement.

Enfin, cette phase permet a l’enseignante de
prendre connaissance des conceptions des éleves
et d’identifier les points d’appui sur lesquels elle
pourra batir la relance et la synthése avec la
classe.

Etape 3 : synthése partielle

Lobservation des traces de recherche permet
d’identifier plusieurs difficultés :

o certains éleves ont du mal a organiser la
présentation de leurs calculs;

o d’autres utilisent des écritures mathématiques
incorrectes, notamment en lien avec 1'utilisation
erronée du signe =;

« d’autres encore ont tendance a mélanger l’addi-
tion et la multiplication lors du calcul du produit
et écrivent par exemple 1 x1x1x--x1=10;

« une grande majorité ne parvient pas a calculer
un produit ayant plus de deux facteurs.

Lenseignante choisit alors d’interrompre le temps
de recherche individuel pour remédier a ces er-
reurs de conception. Cette régulation permet aux
éléves de reprendre la recherche avec une utilisa-
tion correcte des outils mathématiques ainsi que
de tirer profit de pistes proposées par certains ca-
marades pour avancer. Limportance du nombre 3
commence a apparaitre.

A0 AbA+AcA 4 A e A A A4 hsA = AxAxAxAx AxAxAxAxAxhz A A

5A0=23,3 =343 3xF =Fx3=24

= M0=343 4% 5 3x3xk=36

A0=3434242 — 3x3x2x2= 36

A0:=44+3+3 — 4x3x3-36
N0=3 4443 — 3xtx3=36

Lors de cette synthese partielle, les éleves,
bien qu’en étant encore dans une phase d’expé-
rience, ont mis en évidence des connaissances
mathématiques.

Le statut du signe = a été renforcé :

e il n’est pas seulement la touche de la calcu-
lette qui permet d’obtenir le résultat d’une
opération;

« une égalité peut commencer par un nombre (par
exemple, 10=3+3+4);

« et des deux cotés de ce signe, on a nécessaire-
ment des représentations d’'un méme nombre.

Un retour a été réalisé sur l'utilisation de certains

outils de calcul, notamment l’arbre a calcul.

Et a ce stade, les éleves ont mis en avant

quelques propriétés de la multiplication et de
I’addition :

e comme 7+3=3+7et7x3=3x7,il estinutile
de tester les deux décompositions additives;



e 1 est élément neutre pour la multiplica-
tion : il est donc inutile d’utiliser 1 dans la
décomposition additive;

e 0 est absorbant dans la multiplication : il est
donc inutile d’utiliser 0 dans la décomposition
additive.

Etape 4 : recherche en groupe (3 ou 4
éleves)

Les éleves ont pour consigne de partager leurs
constatations, découvertes, raisonnements avec
leurs camarades et de se mettre d’accord sur une
procédure permettant de trouver le plus grand
produit. Pour cela, ils sont amenés a échanger
entre eux, puis, tester/adapter leur méthode a
partir d’un autre nombre; 14 a été proposé par
la professeure, pour vérifier si leur stratégie se
généralise ou non.

Parmi les décompositions additives du nombre 14,
vous devez trouver quel est le plus grand produit.

Il y a bien sar plusieurs choix possibles dans la
constitution des groupes qui reposent tous sur les
intentions didactiques des enseignants : privilé-
gier le débat, gérer le temps didactique, mettre
en évidence des connaissances, etc. Dans cette
mise en ceuvre, I’enseignante a fait le choix de
regrouper les éleves en fonction des pistes qui
semblent émerger de leur recherche individuelle.

Etape 5 : constitution d’affiches

Les groupes ont ensuite la consigne de rédiger
une affiche qui leur permettra d’expliquer a la
classe la recherche qu'’ils ont menée.

« Le plus grand produit » en CM1

Les deux étapes 4 et 5 constituent un temps im-
portant de verbalisation entre les éleves et d’uti-
lisation du lexique mathématique qui a déja été
introduit. C’est également un temps de communi-
cation écrite des mathématiques pendant lequel
les éléves vont avoir a expliquer leur recherche
et les raisonnements par lesquels ils sont passés.

Etape 6 : mise en commun des affiches

Lors de I’observation des affiches, les premiers
retours des éleves concernent généralement la
forme, la lisibilité des affiches (couleurs trop
claires, écriture trop petite, ...). Il est souvent né-
cessaire de réorienter leur regard vers le contenu.

Ala fin de cette premiére séance, les éléves ont
une piste de réponse pour le nombre 14 : le plus
grand produit trouvé dans la classe est 162. Ils ont
aussi un premier élément qui peut leur permettre
de rebondir dans une séance suivante vers une
généralisation : garder un 5 « n’est pas rentable »
car 5 =3+ 2 et 3 x2 = 6. Il est donc préférable
de remplacer 5 par 3 + 2.

Cette étape permet également de faire émerger
les connaissances mathématiques liées a la réso-
lution du probleme. Elles sont notées au tableau
par I’enseignante au fur et a mesure de la séance.
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Conclusion provisoire de ces phases

A la fin de la mise en ceuvre, I’enseignante a
évoqué la présence de deux éleves de la classe
ULIS qui étaient présents lors de ce temps. Ces
deux éleves n’avaient pas été identifiés par 1‘ob-
servateur durant la séance, montrant ainsi com-
ment la SDRP et sa mise en ceuvre permettent
I’enrélement de tous.

Lenseignante a ensuite proposé a ses éleves une
deuxieme séance de recherche permettant de
prendre en compte les premieres pistes apparues
lors de la mise en commun. Elle a également pu
s’appuyer sur cette situation pour revenir sur les
connaissances mathématiques en jeu et remédier
a des conceptions erronées.

A l'issue de cette deuxiéme séance, les éléves
sont arrivés a un résultat probant sur la question
qui leur a été posée, comme en atteste 1’affiche
ci-dessous dans laquelle les trois restes dans la
division euclidienne par 3 apparaissent.

q,c 1 ¢ Plur omb collouts aree
18 (1”! . ﬁ,.(l()mm gl oy T
g0 bx6x6= 2 md
=545+ 8 5x5x8 = 200 | Powre des rames
=246 A2x6=100 A\
=h 3+l Fx Ixl =196

“habvlale 2 Gxbxlxlix2= 542 ¥ ,;ﬁlm
23134343343 3,3,3:3:3x3-129 ‘aw'w‘*w*
23 =6+6+6+5  6x6x6x5= 4080 5@,
=haly b baldd g i3 23032
=30:359+313+ 2 D3:3x343:3.:3x2=

@ 25 =33424242404l  hxdx3:3.3x5x3x3= B8
=htlth+ b 4445 LxhxbxhxhxS = 5420
=51545+5+5

5)‘5"5»“5 %5 =347.5

BxAxA:8
e o e ot

Du point de vue des enseignants

Au cours des regroupements intrinseques a l’ac-
compagnement de cette expérimentation, les
enseignants mettent en évidence les effets de
la mise en ceuvre de SDRP sur leur pratique
professionnelle.

De maniere générale, ils indiquent que leur per-
ception sur I’enseignement des mathématiques
a évolué. La mise en ceuvre de SDRP a réveillé
un certain enthousiasme a voir leurs éleves s’en-
gager dans un probleme mathématique résistant
et a chercher durablement. Certains précisent
que cela leur permet de s’autoriser de nouvelles
stratégies d’enseignement dont ils ont vu les ef-
fets sur les apprentissages des éléves; de pro-
longer une recherche sur plusieurs séances dans
lesquelles les éléves s’investissent et découvrent
de nouvelles facettes des mathématiques.

Linscription de la situation sur un temps long
s’avere rassurante, en particulier pour les éléves
qui se montrent fragiles dans les modalités habi-
tuelles de la séance de mathématiques ou il s’agit
le plus souvent d’apporter une réponse unique et
rapide.

Les enseignants constatent de fait que les éleves
sont engagés dans une véritable activité ma-
thématique dans laquelle leur persévérance et
leurs recherches sont valorisées. Le faux et



le vrai n’arriveront que plus tard, lorsque la
construction des savoirs aura eu lieu.

Les enseignants déclarent accorder davantage
d’attention au langage oral utilisé et aux écritures
mathématiques mobilisées pendant les phases de
verbalisation, de mise en commun et d’institution-
nalisation. Certains s’autorisent désormais a utili-
ser un vocabulaire précis (« termes », « facteurs »),
jugé jusqu’alors non accessible pour leurs éleves.

Conclusion

Voila trés brieévement résumée notre expérience
des SDRP dans les classes de cycle 3. Certes, il ne
s’agit pas d’'une méthode miracle qui va d’un coup
de baguette magique résoudre tous les problemes
de I'enseignement des mathématiques. Certes,
la mise en place dans les classes de SDRP de-
mande un accompagnement, une formation des
enseignants et leur acceptation de parfois « la-
cher prise » sur une progression pré-programmeée.
Certes, le changement de posture des enseignants
est exigeant. Mais notre expérience montre que
les éléves adhérent et participent a des séances
de mathématiques vivantes pendant lesquelles
ils peaufinent leurs connaissances a travers des
manipulations d’objets naturalisés ou en voie de
I’étre, mettent a 1’épreuve des techniques (dans
I’exemple présenté, les éléves sont amenés natu-
rellement a effectuer un grand nombre de calculs
posés, raisonnés, ..., pour résoudre le probléme),
en testent de nouvelles, font le lien entre des
concepts vus trop souvent séparément (ici somme,
produit, division euclidienne, reste, quotient), ex-
plorent une petite partie des mathématiques et
communiquent, pas seulement un résultat, mais
un mode de raisonnement!
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Et, du c6té des enseignants, la satisfaction de voir
les éleves se passionner pour une recherche ma-
thématique surpasse la difficulté a entrer dans
ce type d’enseignement qui demande de modifier
leur posture d’enseignant pour endosser un role
d’observateur, d’accompagnateur et d’organisa-
teur pendant les phases de recherche et de débat,
d’institutionnalisation pour thésauriser les mé-
thodes et connaissances apparues effectivement
dans la classe. Ces nouveaux réles amenent les en-
seignants a prendre en compte les productions de
leurs éleves telles qu’elles sont et non pas telles
qu’on pourrait les réver, a effectuer des choix dans
la mise en commun, a faire du lien entre les sa-
voirs a enseigner dans le premier degré et les
savoirs sur lesquels ils déboucheront au collége
et au lycée, donc a prendre du recul vis-a-vis du
parcours de I’éleve. Mais surtout, ce nouveau role
est un role d’intelligence humaine, de support,
d’accompagnement, d’encouragement, prenant
en compte les besoins des éleves pour transmettre
des valeurs incarnées.
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