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Relations de voisinage

au pays basque

Partons pour un peu d’ethnomathématique au pays
basque ou nous rencontrerons des voisins, des permu-
tations circulaires et de I'arithmétique élémentaire!

Bon voyage'!

Pierre Carriquiry

Introduction

La mathématicienne Marcia Ascher dans ses
livres Mathématiques d’ailleurs et Mathe-
matics elsewhere a étudié les coutumes de
nombreux peuples autochtones qui peuvent étre
décrites en utilisant des notions mathématiques.
Parmi les coutumes étudiées dans ce dernier ou-
vrage, il y a les relations de voisinage dans des
villages du Pays Basque en particulier dans le vil-
lage de Sainte-Engrace actuellement situé dans
les Pyrénées Atlantiques, province de Soule. Ces
coutumes ont été décrites par 1’ethnologue San-
dra Ott dans son livre Le cercle des montagnes
(The circle of mountains [4] en version anglaise).
Le terme voisin qui se traduit par aizoa en sou-
letinEl (prononcer aissoua) et par auzoa dans les
autres provinces basques n’a pas tout a fait la
méme signification dans les deux langues. En par-
ticulier la relation « x est aizoa de y » n’est pas sy-
métrique. Dans la suite de cet article on utilisera
le terme « voisin » avec sa signification basque
que 1'on va préciser.

Les relations de voisinage occupaient une place
importante dans les villages du Pays Basque jus-
qu’aux années 1960 ou elles ont commencé a dis-
paraitre. Chaque maison avait k voisins, k étant
un entier positif, probablement inférieur a 5, qui
varie suivant les villages. Ces voisins, appelés pre-
mier voisin, deuxiéme voisin, ..., k-ieme voisin,
sont fixés par la coutume et pas toujours par une

relation de proximité entre les maisons. Il peut
méme arriver qu’un voisin d’'une maison soit situé
dans un autre village. Les voisins d’'une maison m
ont un certain nombre de devoirs a accomplir
pour venir en aide a la maison m dans certaines
circonstances : maladie, déces, gros travaux, etc.
Ces devoirs sont fixés par la coutume et sont les
mémes pour toutes les maisons. Chaque maison
a le droit d’avoir des voisins qui lui viennent en
aide et a le devoir de venir en aide aux maisons
dont elle est la voisine. On peut donc dire qu’il y
a égalité des droits et des devoirs pour chaque
maison. Cette égalité se traduit par I’expression
basque bardin bardina, bardin pouvant se traduire
par « de méme mesure » ou « superposables » ou
méme « égaux » comme dans « triangles égaux »
dans la premiere partie du xxe siecle. « bardin bar-
dina » peut alors se traduire par « parfaitement
égaux » ou « equal-equal » en anglais.

Dans cet article on va décrire une partie des rela-
tions de voisinage en utilisant des notions mathé-
matiques. On note E ’ensemble des n maisons
du village. Les voisins de chaque maison seront
représentés par des applications de E dans E
notées vy, vy, ..., Vx. On définira les contraintes
vérifiées par ces applications, parmi lesquelles il y
al’égalité des droits et des devoirs entre toutes les
maisons, et on recherchera des solutions vérifiant
ces contraintes que I’on comparera aux solutions
adoptées dans le village de Sainte-Engrace.

1. Le souletin (zuberera en basque) est un dialecte basque particulier parlé dans la Soule (la plus petite des sept provinces

historiques du Pays basque, dans I’est). Source : Wikipedia @.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Souletin
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Etudeducas k=1

Dans ce paragraphe on note v(m) le voisin d’une
maison m s’il n’y en a qu’'un seul et le premier voi-
sin s’il y en a plusieurs. Le bon sens et I'égalité des
droits et des devoirs entre toutes les maisons im-
posent un certain nombre de contraintes devant
étre vérifiées par v.

(a) Chaque maison doit avoir un seul voisin (ou
un seul premier voisin) ce qui signifie que v
est bien une application.

(b) Deux maisons différentes doivent avoir des
voisins différents donc v doit étre injective.
En effet, si v n’était pas injective, il existerait
deux maisons m et m’ telles que v(m) = v(m’)
c’est-a-dire que deux maisons auraient le
méme voisin et on pense que celui-ci ne
pourrait pas toujours venir en aide a deux
maisons simultanément. On peut aussi re-
marquer que E étant fini, si v n’était pas
injective, elle ne serait pas surjective, donc il
existerait une maison qui ne serait la voisine
d’aucune autre et qui n’aurait donc pas les
mémes devoirs que les autres. Lapplication
v doit donc étre une bijection de E encore
appelée permutation de E.

(c) Une maison ne peut pas étre voisine d’elle-
méme, donc v ne doit pas avoir de point fixe
et doit donc vérifier : pour toute maison m,
v(m) + m.

(d) On note O(m) l'orbite de la maison m c’est-
a-dire I’ensemble formé par m, son voisin
v(m), le voisin de v(m) que 1’on note Uz(m)
et ainsi de suite jusqu’a que ’on retombe sur
m. Comme v est une bijection, il est certain
que l'on retombera sur m car parmiles (n+1)
éléments m, v(m), v2(m), ..., v(m) il y en
a au moins deux qui sont égaux puisque E
a n éléments. Il existe donc deux entiers i

et jtelsque 0 <i< j<netvi(m)=vim).

On a alors v/ (m) = vi(wJ/~i(m)) = vi(m). La
composée de bijections étant une bijection,
vl est une bijection d’ou vi=i(m) = m avec
O<j—-i<n.

On sait que I’ensemble des orbites forme une par-
tition de E et on peut penser que s’il y avait plu-
sieurs orbites cela pourrait entrainer une sorte
de partition du village. On peut aussi dire que
toutes les maisons ont droit a la méme orbite.
Ces considérations impliquent qu’il ne doit y
avoir qu’une seule orbite. Lapplication v doit
donc étre une permutation circulaire. On a alors
E = {m,v(m),v2@m),...,v1(m)} et v (m) = m.
Lensemble des maisons peut étre alors représenté
par des points sur un cercle orienté ou le voisin
d’une maison m est le point suivant sur le cercle.

maison dont m est voisine
L] .
. maison m
L]

voisin de m : v(m)
L]

voisin de v(m) : v(m)
L]

Or, il se trouve que dans le village de Sainte-
Engrace, si v(m) désigne le premier voisin de
m, ’application v est une permutation circulaire
et 'orbite de m, qui est I’ensemble de toutes les
maisons, est concrétisée par la coutume suivante :

Coutume a Sainte-Engrace

Chaque dimanche, la maitresse d’une maison m rend
visite a sa voisine v(m) pour lui offrir le pain bénit
en lui disant « gure azia », que 1’on peut traduire par
« notre semence » ; le dimanche suivant, v(m) rend
visite a sa voisine v?(m) et lui offre le pain bénit en
utilisant la méme formule, et ainsi de suite jusqu’a
ce que toutes les maisons regoivent le pain bénit, et
le cycle recommence indéfiniment.

Comme il y avait une centaine de maisons dans
le village, un cycle durait environ deux ans. Les
lecteurs intéressés par une interprétation anthro-
pologique de cette coutume peuvent lire le livre
Le matriarcat basque d’Anne-Marie Lagarde.

11 est peu probable que le choix d’une permutation
circulaire pour désigner le premier voisin d’une
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maison soit dit au hasard. On peut calculer la pro-
babilité d’obtenir une permutation circulaire en
choisissant au hasard une permutation dans 1'en-
semble des permutations n’ayant pas de point fixe
d’un ensemble ayant n éléments. En faisant le rap-
port entre le nombre de permutations circulaires
et le nombre de permutations n’ayant pas de point
fixe, on obtient :

. n-1)! 1
O L
”'Z 1 “Z 1

i=0 i=0

Cette probabilité est égale a 1 pour n = 3, mais
elle ne vaut plus que 0,027 pour n = 100.

Deés lors, comment expliquer le choix d’une
permutation circulaire ?

Il est aussi peu probable qu'un beau jour de
I’Antiquité, dans un village du pays basque, un
habitant a fait 1’équivalent des raisonnements
précédents et proposé une permutation circu-
laire pour désigner le premier voisin de chaque
maison.

On peut alors faire I’hypothése suivante : au dé-
but de la formation du village, il y avait un petit
nombre de maisons et une permutation circulaire
s’est imposée pour définir le premier voisin; 1’en-
semble des maisons peut alors étre représenté
sous la forme E = {m,v(m),vZ(m),...,vi~1(m)};
lorsqu’une maison nouvelle m’ se construisait, elle
choisissait la maison géographiquement la plus
proche vi(m) pour devenir sa voisine et on pre-
nait vitl(m) pour voisine de m’, autrement dit
m’ s’intercalait dans la ronde entre deux maisons
voisines.

D’une maniere analogue, la suppression d’une
maison désignée par vi(m) revient a remplacer
le voisin de vi~1(m) par vitl(m) sans changer
les voisins des autres maisons, autrement dit on
enléve une maison dans la ronde.

La formule de la permutation circulaire permet
donc de résoudre simplement le probléme posé
par la suppression ou l’ajout d’'une maison.

Relations de voisinage au pays basque

Cas général

Etudions d’abord le cas k = 2. Chaque maison m
a deux voisins différents que 1'on note vq (m) et
V,(m), l'application v, étant une permutation cir-
culaire. Peut-on déterminer une application v,
telle que pour tout m, v, (m) # v,(m) et que v,
soit aussi une permutation circulaire ?

Lorbite d'une maison m relativement a v, étant
égale a E, vy(m) sera un élément de cette or-
bite, donc il existe un indice i compris entre 2 et
n—1tel que vo(m) = vil(m). Toutes les maisons
étant soumises aux mémes regles, cet indice doit
&tre le méme pour toutes les maisons. Etudions le
casi =2, soitvy(m) = v%(m) c’est-a-dire que le
deuxiéme voisin de m est le premier voisin du pre-
mier voisin de m. La composée de deux bijections
étant une bijection, v, est donc une bijection vé-
rifiant v, (m) # v,(m). Est-ce une permutation
circulaire ? On peut voir sur un exemple que ce
n’est pas toujours le cas. Prenons n = 6 et numé-
rotons les maisons de 1 a 6. Soit v, l’application
définie par le tableau suivant :

213|456
213|4]5|6]|1

Les éléments de la deuxiéme ligne sont les
premiers voisins de ceux de la premieére ligne.

v, est une permutation circulaire. Lapplication
Uy = v% est représentée par le tableau :

112]3|4|5|6
3|4|5|6|1]2

On voit que v, a deux orbites {1, 3,5} et {2, 4, 6}
donc v, n’est pas une permutation circulaire.

Plus généralement, on peut démontrer le résultat
suivant :

Soit E un ensemble de n éléments, v une permutation
circulaire de E, p un entier positif inférieur a n.

Si n et p sont premiers entre eux, vP est une permu-
tation circulaire.

Si n et p ne sont pas premiers entre eux, vP n’est

pas une permutation circulaire.
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Démonstration
Lorbite d’un élément m relativement a vP est
O(m) = {m, vP(m), v2P(m),...,v"=DP(m)}
={vP(m), v2P(m),...,v"=DP(m), v"P (m)}
car v (m) = m d’ou pour tout entier i, v**! = v’ ou encore :
sii=j mod n alors vi=vJ.

Démontrons alors la propriété suivante :

. n .
Soit k = m ; pour tOutJ E {1, 2, 000 k, ...,n},

ilexistei €{0,1,2,...,k — 1} tel que pj = pi mod n.

La propriété est évidente pour j < k. Si j = k la division de j
par k donne j = bk +r avec 0 <r <k.

Alors pj = pbk + pr.

_ pn _ p
Orpk = 56D p) =" * PGCD (0, )

donc pbk =0 mod n,d’ou pj=pr modnavecO<r<k

est multiple de n,

ce qui démontre la propriété.
Montrons alors que les éléments de {p, 2p, ..., kp} sont non
congrus modulo n c’est-a-dire que sii # j, pi — pj n’est pas
multiple de n.
On fait un raisonnement par 1’absurde :
si p(i — j) est multiple de navec 0 < j <i <k, p(i — j) est
multiple de n et de p donc est multiple de PPCM (n, p);
_ np _ L
or, PPCM (n, p) = PGCD (L) kp donc p(i — j) = kp
ce qui contredit I'hypotheése (i — j) < k.
Alors, si n et p sont premiers entre eux, PGCD (n, p) = 1,
d’ou k = n etles éléments de {p, 2p, ..., np} sont non congrus
modulo n donc {p, 2p, ..., np}={0,1,...,(n—-1)} mod n.

On en déduit
{vP(m), vZP(m),..., vP(m)}={vo(m), vi(m), ..., v~ 1 (m)}
=FE

car v est une permutation circulaire, donc vP est aussi une
permutation circulaire.

Si n et p ne sont pas premiers entre eux,
PGCD(n,p)>1

d'ou k<net

{vP(m),v2P(m), ..., vP(m)}={vO(m), vP(m), ..., vk~ VP (m)}

qui est un ensemble ayant moins de n éléments donc vP n’est

pas une permutation circulaire. |

Revenons a la définition du deuxieéme voisin par la
formule v, (m) = v(m). Lapplication v, est une
bijection mais ce ne sera une permutation circu-
laire que si 2 et n sont premiers entre eux, c¢’est-a-
dire si n est impair. Le village de Sainte-Engrace
n’a pas adopté la formule i = 2 pour désigner le
deuxiéme voisin, mais il a choisi i = n — 1, soit
vy(m) = vi~t(m).

Or vi~1(m) = vil(m) ou vy! est l'application
réciproque de v, c’est-a-dire que le deuxiéme voi-
sin de m est la maison dont m est le premier voisin.
En faisant ce choix, v, est une permutation cir-
culaire quel que soit le nombre d’habitants du
village car pour tout n > 1, n et n — 1 sont pre-
miers entre eux. Bien entendu je ne dis pas que le
choix du deuxiéme voisin résulte du raisonnement
précédent; il est plus probable que les habitants
ont remarqué qu’en parcourant les maisons dans
le sens inverse du rite des premiers voisins ils
obtenaient toutes les maisons du village.

Pour le troisiéme voisin, en supposant que v, a
été choisi de maniere a minimiser les distances
entre une maison et son premier voisin, et si on
veut minimiser les distances entre une maison et
son troisieme voisin on a le choix entre les for-
mules vz(m) = u%(m) et vg(m) = v’l"z(m). La
solution qui a été retenue a Sainte-Engrace est
v3(m) = vi=2(m).

En faisant ce choix on obtient une permutation
circulaire si n et n — 2 sont premiers entre eux
c’est-a-dire si n est impair. On obtient le méme
résultat avec la formule vz (m) = v%(m).

Il n’y avait que trois voisins de chaque maison a
Sainte-Engrace mais on peut généraliser les for-
mules précédentes en prenant v (m) = vk=1(m)
pour k > 2.

Le choix des trois voisins peut étre représenté par
le schéma suivant :

L. 2¢ voisin
.39 voisin e
.maison m

premier voisin
L]
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Conclusion

On ne connait pas la date de début du rite des
premiers voisins, mais on peut supposer qu’elle
est antérieure au christianisme car les mots pro-
noncés par la femme qui rend visite a sa premiére
voisine (« notre semence ») n’ont pas un caractere
religieux catholique et ne correspondent pas a I’of-
frande qui est faite. Le christianisme local aurait
alors « recyclé » la coutume en y introduisant le
pain bénit. Comme on manque d’informations sur
cette lointaine époque, on ne saura probablement
jamais pourquoi les habitants de Sainte-Engrace
ont choisi des permutations circulaires pour défi-
nir leurs premiers et deuxiémes voisins (et leurs
troisiemes voisins dans le cas ou n est impair). Les
anthropologues David Graeber et David Wengrow
dans leur livre Au commencement était [6] ont
classé la société agropastorale basque dans un en-
semble de sociétés basées sur I’égalité et non sur
une hiérarchie entre les individus, et on a vu que le
choix de permutations circulaires pour définir des
voisins peut s’expliquer par des considérations ma-
thématiques sur 1’égalité des droits et des devoirs
entre les maisons.

Les relations de voisinage codifiées ont disparu
a partir des années 1960 a Sainte-Engrace et

MAIS PRI,
T0 COMPRENDS BiEn
QUE T NE PEVX

tAS £TRE MON VOISIN
RIiSQUE JE SUS LE TIEN

Relations de voisinage au pays basque

peut-étre avant dans d’autres villages. Cependant
I’entraide entre les maisons n’a pas disparu; si
une maison a besoin d’aide, elle est secourue par
d’autres maisons qui prennent l'initiative de 1’ai-
der alors que dans le systéme codifié qui préva-
lait autrefois elle était stire d’étre aidée par ses
voisins.
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