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Il s’agit de répondre a la question : existe-t-il une suite (a,),>o de réels strictement positifs telle que, pour toute suite
réelle (u,) >0, la série de terme général a, u, est absolument convergente si et seulement si la suite (u,,) est bornée?

On peut reformuler le probleme en notant P la proposition suivante :

1l existe (an) >0 € ([Ri)N telle que, pour toute suite (up) ;>0 € R4V,
la série }_ a, u, converge —> la suite (u,) est bornée
et la suite (u,) est bornée — la série ) a,u, converge

et il s’agit donc d’évaluer la véracité de P.

Nous allons prouver que non P est vraie, ce qui consiste a prouver la proposition

Pour toute suite (@,) >0 € ([Rfr)N , il existe une suite (¢,) >0 € ®+)"V telle que,
( la série }_ a, u, converge et la suite (u,,) n'est pas bornée )
ou ( la suite (u,) est bornée et la série Y. a, u, diverge )

Nous utiliserons les deux théoréemes suivants :

Theoreme 1. Soit (ay),>o une suite décroissante de réels positifs telle que la série }_ a,, converge. Alors ay, =0 (%) .
n—+00

Démonstration. On note R, le reste partiel de la série ) a,. Par positivité et décroissance de (a;), on a 0 < naz, <
Qap+1+ -+ azn < Ry. Alors, en multipliant par 2 et avec nE@mRn =0, il vient que nlililoo(Zn)aZH =0.

On montre de la méme fagon que nglllm(zn + 1)azn+1 = 0. La suite de terme général na, a donc deux sous-suites com-
plémentaires qui tendent vers une méme limite nulle : ainsi, nl_im)() na, =0, ce qui fournit le résultat. O

Theoréme 2. Soit (ay) >0 une suite de réels positifs telle que liI}_l a, =0.
n—+oo
Alors la suite (ay) >0 admer une sous-suite décroissante.

Démonstration. Exercice classique, dont la preuve est laissée au lecteur. O

Revenons al'objet du probleme :

Propriété. La proposition non P est vraie.

Démonstration. Soit (an) >0 € ([Rj)N

Premier cas : la série }_ a,, diverge.

La suite constante (1) ;>0 ol chaque terme est égal a 1 est évidemment une suite bornée et la série ) a, u,, qui coincide
avec la série }_ a,, diverge par hypothese.

La clause ( la suite (u,,) est bornée et la sériey_ a,uy diverge) est donc bien vérifiée, ce qui permet de conclure que, dans
ce premier cas, non P est bien vérifiée.

Second cas : la série }_ a,, converge.
Effectuons une nouvelle distinction de cas, selon que la suite (a5) ;> est décroissante ou non.
— Sila suite (@) >0 est décroissante, alors d’apres le théoréme 1, a,, = o (2).
2Inm/In@ i 5 est une puissance de 3

. Cela revient a dire

On définit alors la suite (1) >0 € RN par u, = { )
O sinon

que, s’il existe k € N tel que n = 3k alors Uy = 2k et un = 0 sinon. Il est clair que, par construction, la suite (u,,) n’est
pas bornée.
N u 2k‘
. n . N . y o] 2
Pour tout entier naturel N, Z — = Z ~5 ce qui correspond a une somme partielle d'une série géo-
n=0 M o<k<In(\)/In®)
2

métrique convergente, car de raison %.

Puisque a, = 0(+), on adonc a,u, = 0(“2) etles théorémes usuels sur les séries a termes positifs permettent de
conclure que la série }_ a, u, converge.



— Silasuite (a,) ,>0 n'est pas décroissante, on peut d’apres le théoréme 2 en extraire une sous-suite décroissante car
elle est positive de limite nulle. Ainsi il existe une application ¢: N — N strictement croissante telle que (a(/,(n))
est décroissante.

On applique a cette sous-suite le résultat précédent pour obtenir I'existence d'une suite (u},),>0 positive non
bornée telle que la série Y- agn U, converge.

n=0

u . sinedN) ) , .
¢ (m) . Cette suite (u,,) n'est pas bornée puisque
O sinon

(uy,) nel’est pas; et les termes non nuls de la série Y a, u, sont ceux de la série convergente Y- a¢(n t,, doncla série
Y anu, est également convergente.
Dans la cas ou la série }_ a,, converge, on a donc établi 'existence d'une suite (i) ;>0 € (RN telle que la clause ( la série
Y anuy, converge et la suite (uy,) n'est pas bornée) est vérifiée. Il vient donc que, la-aussi, non P est bien vérifiée.

On définit alors la suite () 50 € RN par u, = {

Au final, dans les deux cas, la proposition non P est donc vraie car au moins I'une des deux clauses ( la série Y a,u,
converge et la suite (u,) n'est pas bornée) ou ( la suite (u,) est bornée et la série ) a,u, diverge) est établie. O



