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Au fil des problèmes

Au fil des problèmes

Vous pouvez adresser vos propositions, solutions ou commentaires par courriel à :

frederic.deligt2@gmail.com

ou par courrier à :

Frédéric de Ligt

3 rue de la Pierrière

17270 MONTGUYON

Pour vos envois, privilégiez le courriel si possible. Si vous le pouvez, joignez à votre

fichier initial une copie au format PDF pour contrôler les formules. Merci d’avance.

Frédéric de Ligt

.................... SQUARE ....................

559-1 D’après un examen d’entrée à Harvard (François Couloigner - Séméac)

Existe-t-il une fonction 𝑓 de ℝ dans ℝ telle que 𝑓∘𝑓(𝑥) = 𝑥2 −𝑥+1 ?
Dans l’énoncé soumis au concours d’entrée à Harvard dans les an-

nées 80-90, il n’était question que de calculer 𝑓(0).

559-2 Un égale deux ou trois (Daniel Perrin - Orsay)

Adhémar Chandise, l’épicier en gros de Saint-Tricotin-sur-Pelote (Marne-et-Garonne) vend aussi parfois

des revêtements de sols.

Deux de ses clients, Hortense Aignante et Victor Ticoli lui ont commandé chacun des revêtements pour

leur maison, tous deux pour une surface de 24 mètres carrés. Monsieur Chandise a donc préparé deux

morceaux carrés de cette surface. Mais il n’a pas compris que madame Aignante voulait cette surface pour

revêtir deux pièces carrées de même aire et monsieur Ticoli trois pièces carrées de même aire. Qu’à cela

ne tienne, dit monsieur Chandise qui connaît le théorème de Bolyai, je dois bien être capable de découper

un carré pour en faire deux de même aire (facile), ou même trois de même aire (ça c’est autre chose !).

559-3 Carrés circulants (Vincent Thill - Migennes)

Trouver tous les triplets d’entiers positifs 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 tels que 𝑎𝑏 + 𝑐, 𝑎𝑐 + 𝑏
et 𝑏𝑐 + 𝑎 soient des carrés parfaits. On a par exemple pour 𝑎 = 28, 𝑏 = 9
et 𝑐 = 4 : 𝑎𝑏 + 𝑐 = 256, 𝑎𝑐 + 𝑏 = 121 et 𝑏𝑐 + 𝑎 = 64.
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559-4 Une belle équation trigonométrique (Fabien Lombard - Sarrebourg)

Si on a sin3(𝑥) = sin(𝑎 − 𝑥) sin(𝑏 − 𝑥) sin(𝑐 − 𝑥) avec 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = π, montrer qu’alors

cotan(𝑥) = cotan(𝑎) + cotan(𝑏) + cotan(c).
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À propos des problèmes parus précédemment

557-1 Extrait du concours général 1899

Toutes les réponses reçues concluent à l’impossibilité d’obtenir plusieurs solutions en nombres entiers. François

Couloigner (Séméac), Daniel Perrin (Orsay), Ludovic Jany (Bolquère), Fabien Lombard (Sarrebourg) et Arnaud de

Bussac (Le Havre) raisonnent en supposant l’existence de deux solutions et aboutissent à leur égalité. Ludovic

Jany, en plus de sa recherche personnelle, a posé la question à Gemini et à Chatgpt qui trouvent la bonne réponse

en raisonnant de la même façon. Fabien Lombard, dans une seconde approche, et Pierre Renfer (Saint Georges

d’Orques) ont travaillé avec le système donné pour obtenir une équation du second degré dont les coefficients

dépendent de a, b et c ; ils montrent ensuite qu’aucun choix de ces coefficients ne permet d’obtenir deux racines

distinctes entières. Daniel Perrin a prolongé l’exercice et a traité la question de l’existence et du nombre de solutions

réelles puis rationnelles.

557-2 Combien de rectangles?

Deux réponses reçues. L’une de Ludovic Jany (Bolquère) qui a trouvé sur le site OEIS de Neil Sloane la suite A085582

accompagnée du nombre de rectangles sur une grille 𝑛 × 𝑛. Son programme écrit en langage Python lui confirme

que ses premières valeurs sont celles données sur le site. Il fournit aussi trois animations pour illustrer différentes

positions des carrés sur la grille. Daniel Perrin (Orsay) construit une formule de dénombrement à partir de carrés

primitifs auquel il applique des composées de translations « positives » et des transformations affines « diagonales ».

Il teste aussi sa formule, qui est un peu différente de celle présentée par Ludovic Jany, avec un programme en

langage Python qui donne exactement les mêmes premières valeurs.

557-3 Des entiers positifs caractérisés

Pour répondre de façon univoque à ces différentes questions, il fallait s’entendre sur le sens du mot positif, c’est-à-dire

considérer ou non 0 comme un entier positif. D’où des réponses légèrement différentes de Daniel Perrin (Orsay), de

Pierre-Alain Sallard (Paris), de François Couloigner (Séméac) et de Jacques Vieulet (Ibos). Tous les contributeurs ont

travaillé sur la divisibilité de l’expression qui donne la somme d’au moins deux termes d’une suite arithmétique de

raison un entier naturel non nul. Pierre-Alain Sallard est parvenu à bien caractériser les entiers convenables pour les

trois premières questions, Daniel Perrin et Jacques Vieulet sont arrivés au bout des quatre questions. De façon moins

parlante, François Couloigner a donné des propriétés caractéristiques de ces entiers plutôt que leur description.

557-4 Des triangles caractérisés

Pour cette délicate question calculatoire, les lecteurs ont tous fixé un côté et cherché, en dehors du cercle de

diamètre ce côté, les positions possibles du troisième sommet en fonction de la contrainte imposée. Avec une

approche analytique Daniel Perrin (Orsay), François Couloigner (Séméac) et Ludovic Jany (Bolquère) ont obtenu

une ellipse de petit axe le côté fixé et dont le grand axe, d’une longueur trois fois plus grande, est situé sur la

médiatrice de ce côté. Pierre Renfer (Saint Georges d’Orques) a travaillé en coordonnées barycentriques et obtenu

une équation-produit dont un des facteurs n’était pas caractéristique d’un triangle rectangle. Il revient à Daniel

Perrin, d’avoir fait le lien entre cette équation et l’équation d’une ellipse. Enfin, Fabien Lombard (Sarrebourg), auteur

de l’énoncé, n’utilise que des longueurs et des angles pour traiter cette question et, s’il n’obtient pas clairement la

solution elliptique, du moins précise-t-il sa caractérisation angulaire.

Toutes les contributions de ces auteurs sont consultables sur le site d’Au fil des maths à l’adresse : Youtube

(onglet RÉCRÉATIONS puis suivre AU FIL DES PROBLÈMES).

© APMEP mars 2026
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