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Chercher? Ca s’apprend...

et ca s’évalue'!

Le groupe DREAM de I'lREM de Lyon s’intéresse depuis
20 ans a mettre la résolution de problémes au centre
de I’enseignement. Dans cet article construit autour
du « probleme du billard » en classe de Troisieme, il
nous propose un outil destiné a la fois a évaluer et
a accompagner le développement de la compétence

Chercher chez nos éleves.

Equipe DREAM[|de I'IREM de Lyon

Chercher, c’est-a-dire tenter de résoudre une
tache dont l'issue n’est pas acquise d'avanceEl
n’est pas inné, doit et peut s’apprendre en faisant
fonctionner ses connaissances dans une situation
propice, problématique, a priori pas trop éloignée
de son domaine de compétence :

« Un probleme mathématique doit étre
difficile pour nous intéresser, mais pas
completement inaccessible, afin de ne
pas ridiculiser nos efforts. Il doit nous
servir de guide sur les chemins tortueux
qui ménent a des vérités cachées et, en
fin de compte, nous rappeler le plaisir
que nous éprouvons lorsque nous par-
venons a le résoudre. » (Hilbert, 1900)

Une premiere vigilance permet d’abord de dis-
tinguer « chercher » et « trouver ». Le but d’une
recherche de problemes en mathématiques est
davantage la réalisation d’un parcours dans une
petite partie du monde mathématique que l'issue
de la recherche. La balade est aussi voire plus
importante que le but de la balade!

« Chercher n’est que se mettre en état de trouver

par quelque accident ou par quelque sommeil.

C’est préparer le champ de I’heureuse étincelle. »
Paul Valéry, Tel quel Il, 1943, p. 236.

Mais comment aider nos éléves a chercher? En
nous appuyant sur l’expérience de 1’équipe de
recherche DREAM de I'IREM de Lyon, nous pro-
posons tout d’abord ici quelques éléments pour
soutenir notre hypothese de départ : chercher
est une compétence qui se travaille a travers la
multiplication de résolutions de problémes de re-
cherche stimulants. Mais ce travail implique une
organisation didactique spécifique. Nous la pré-
sentons ci-dessous en nous focalisant sur l'utili-
sation par l’enseignant d’une grille d’observation
de l'activité de recherche des éléves. Nous illus-
trons nos propos a partir de la mise en ceuvre
du probleme du billard dans deux classes de Troi-
sieme au début de cette année scolaire. Le lecteur
pourra trouver la narration d’autres expériences
sur le site de DREAM ou dans [[1]].

Le probleme du billard

Nous nous intéressons dans cet article au probleme
du billard dont I'énoncé est le suivant :

1. DREAM : Démarche de Recherche pour I’Enseignement et ’Apprentissage des Mathématiques @.

2. D’apres le Trésor de la Langue Francaise informatisé @.


https://math.univ-lyon1.fr/dream/
http://atilf.atilf.fr/

Chercher? Ca s’apprend... et ca s’évalue!

Enoncé du probleme

On considere un billard de forme rectangulaire qui
est quadrillé de facon réguliere (c’est-a-dire qu’il a
un nombre entier de lignes et un nombres entier de
colonnes).

Aux quatre sommets du billard, il y a une ouverture
qui permet d’envoyer un rayon lumineux le long des
diagonales du quadrillage. Le rayon lumineux « re-
bondit » sur les c6tés du rectangle et ne peut sortir
du billard que s’il arrive sur un des quatre sommets.
Un exemple

Existe-t-il un moyen de déterminer a I’avance
le nombre de carreaux traversés par le rayon
lumineux dans le billard en fonction du nombre
de lignes et du nombre de colonnes?

Figure 1. Enoncé du probléme billard (site DREAM |@3).

Nous conseillons au lecteur de prendre un pe-
tit moment pour résoudre ce probléme de facon
a pouvoir tirer profit de 1’analyse du travail des
éleves. La premiére expérience consiste a conti-
nuer le dessin proposé dans I’énoncé et s’aperce-
voir que le nombre de carreaux traversés est 21 ;
la premiére conjecture peut ainsi étre de multi-
plier longueur et largeur, mais ce premier résultat
est mis a défaut sur un billard 4 x 6 puisque le
résultat est alors 12 et non pas 24. Lidée de sé-
parer dimensions impaires et dimensions paires
peut alors émerger, la encore mise en défaut par
I'exemple d’un billard 9 x 15 dont le nombre de
carreaux traversés est maintenant 45. Plusieurs
directions de recherche sont alors possibles : stric-
tement arithmétique pour comprendre les résul-
tats d’expériences et envisager un PPCM. Ce qui
peut constituer une conjecture vérifiée sur les
exemples.

Une deuxiéme direction de recherche est plus
géométrique et transforme les « rebonds » en

segments alignés par symétrie comme indiqué sur
la ﬁgure Ainsi, les réplications construites pour
que le rayon lumineux linéaire sorte par un coin
construisent un carré dont le c6té est le PPCM de
la longueur et de la largeur du rectangle initial. Le
probleme est ainsi résolu. Cette breve analyse ma-
thématique préalable permet de voir les potentiali-
tés de ce probleme pour relier des expériences qui
peuvent étre faites en multipliant des dessins, les
conjectures qui peuvent étre émises, les contre-
exemples permettant de réfuter les conjectures
mais faire avancer la recherche en restreignant
le champ de recherche.
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\
N /
N
.

Figure 2. Duplication du schéma initial.

Sa mise en ccuvre en classe

Le scénario proposé aux éléves est celui d’'un pro-
bléme ouvert (au sens de Arsac & Mante ),
avec une phase de recherche individuelle (5 a
10 min), une phase de recherche en petits groupes
(environ 30 a 40 min), une mise en commun et un
débat collectif (environ 30 a 40 min).

En amont de la recherche du probleme, 1’ensei-
gnant doit présenter les modalités de la recherche
de probléme qui va avoir lieu, expliciter le contrat
didactique et s’assurer que 1I’énoncé du probléeme
soit compris sans compromettre la recherche. Pen-
dant les phases de recherche, ’enseignant passe
parmi les groupes, il (re)mobilise les éleves qui
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Chercher? Ca s’apprend... et ca s'évalue!

ont du mal a entrer dans le travail, il répond aux
questions en faisant attention a ne pas dénaturer
la tache, il observe les éléments qui émergent
et prend note de ce qui pourrait étre intéressant
pour la phase de mise en commun et de débat.
Voir aussi a ce propos l’article paru dans Au fil
des maths 553 [J3]].

Dans les phases de recherche, nous cherchons
a développer chez les éleves la compétence
« chercher », en les amenant a étudier des cas
particuliers, questionner les résultats de ceux-ci
pour en tirer des généralités, argumenter leurs
choix et propositions, se mettre d’accord sur une
démarche a suivre, sur les pistes a explorer, etc.
Ces phases de recherche permettent ainsi la mo-
bilisation de connaissances et compétences, qui
dans le cas du probléme du billard, peuvent étre :

« manipuler les notions de multiples, diviseurs
d’un nombre, de nombres premiers entre eux,
de carré comme rectangle particulier;

e raisonner par disjonction de cas;

e travailler sur des exemples et se questionner
sur des exemples pour essayer d’en tirer une
conjecture générale.

Un outil pour aider a chercher

Au fil de nos différentes expériences, nous avons
ressenti le besoin de concevoir des outils pour
aider les enseignants a identifier la compétence
chercher dans le travail des éléves et a identi-
fier des aides possibles pour les éléves afin de
leur permettre de progresser a partir des jalons
qui y sont proposés. Nous proposons ainsi, dans
la suite, une grille critériéeEl d’évaluation de la
compétence chercher en nous appuyant sur des
réflexions théoriques issues de la littérature.

Il s’agit en effet de mettre en évidence des
« gestes de la recherche » pour décrire, ana-
lyser et mettre en perspective les processus de
recherche d’un probléme de mathématiques. En
particulier, Marie-Line Gardes montre, d’une part
que la résolution de problémes de recherche
permet de travailler les relations dialectiques
entre les connaissances mathématiques et les
connaissances heuristiques de 'activité mathé-
matique, d’autre part que la dimension expéri-
mentale facilite la dévolution du probléme et le
développement de stratégies de résolution, ce
qui développe ainsi la compétence « chercher ».
Par ailleurs, le développement d’heuristiques
largement étudié par Polya donne des mé-
thodes pour chercher, en référence aux méthodes
utilisées par les mathématiciens.

En partant a la fois des observations des re-
cherches des éléves et des mathématiciens, des
heuristiques et des gestes de la recherche, des in-
variants peuvent étre identifiés et permettre de
construire une grille critériée de la compétence
« Chercher ». La grille utilisée pour étudier la
compétence « Chercher » est construite sur les
descripteurs de performance suivants :

Insuffisant : les traces ne permettent pas d’observer
la compétence car les attentes de la tache ne sont pas
respectées, ou la démarche est absente/incohérente
au regard des critéres attendus.

Emergent : les traces montrent un début de mai-
trise. Un ou deux critéres sont partiellement atteints,
mais la démarche reste incompléte ou peu cohérente.
Léleve manifeste un potentiel, mais a besoin de gui-
dage pour progresser dans la recherche du probleme.
En progression : les traces montrent une maitrise
partielle de la compétence, plusieurs criteres sont
atteints, mais certains éléments demeurent fragiles
(rigueur, justification, cohérence de la démarche).
Réveélateur : les traces montrent que la plupart des
criteres sont maitrisés, des améliorations restent
possibles sur un ou deux criteres.

Manifeste : les traces démontrent une maitrise si-
gnificative de tous les critéres.

3. Une grille critériée est un tableau permettant de situer les traces (comportement, discours, écrits) sur une échelle descriptive
des différents niveaux de compétence qui peuvent étre observés. Elle est constituée de critéres d’évaluation, précisés par des
descripteurs, manifestations observables des compétences attendues pour chaque niveau de performance.
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Critere

Insuffisant

Emergent

En progression

Révélateur

Manifeste

1 - Questionner
de facon
autonome les
mots employés
et le sens de la
question

L’éléve ne lit pas
I’énoncé ou ne
manifeste aucun
effort de
compréhension. Il
ne pose pas de
questions et reste
en dehors de
I"activité.

L'éleve exprime qu'il
n’arrive pas a
démarrer parce qu’il
ne comprend pas
certains mots ou le
sens de la question
posée, sans parvenir
a expliciter
précisément ses
difficultés.

L'éleve parvient a
questionner le sens
des mots et de la
question avec l'aide
de I'enseignant ou
d’un camarade.

L'éléve sollicite
spontanément
I'enseignant ou ses
camarades pour
I'éclairer sur ce qu'il ne
comprend pas. |l
cherche activement a
donner du sens a
I’énoncé.

L’éléve mobilise
spontanément des
ressources personnelles
pour comprendre les
mots de I'énoncé et le
sens de la question,
sans aide extérieure.

2 - Comprendre
I’énoncé du
probléme

L’éleve a écrit des
éléments qui
montrent qu'il n’a
pas compris
I’énoncé du
probléme.

L'éleve n’'a pas
compris I’énoncé.
L'exemple ou la
traduction proposés
comportent un (ou
plusieurs) élément(s)
erroné(s).

L’éléve démontre
une compréhension
partielle de I’énoncé :
I'exemple ou la
traduction proposés
ne comportent pas
d’éléments faux
mais ils sont
incomplets.

L’éléve illustre I'énoncé
par un exemple correct
ou en propose une
traduction
mathématique qui
prend en compte la
majorité des éléments
essentiels (mais un
élément n’est pas pris
en compte).

L'éléve reformule avec
ses propres mots ou
traduit
mathématiquement
I’énoncé en intégrant
tous les éléments
essentiels de la
situation. Sa
compréhension permet
de relier clairement le
contexte du probleme a
ses composantes
mathématiques.

3 - Orienter sa

L'éléve ne rentre

L'éleve manifeste

L'éleve cherche a

L'éléve oriente ses

L'éléve conduit sa

recherche en pas dans une intention de atteindre le but fixé essais ou recherche de maniére
cohérence avec I"activité. recherche, mais ne et réalise au moins raisonnements en intentionnelle : il garde
I’objectif de la parvient pas a relier une action fonction du but a le but en téte, planifie
recherche ses actions au but du pertinente en lien atteindre. Il ajuste sa ou réajuste
probléme. Il tatonne avec celui-ci, méme recherche lorsqu’il consciemment ses
sans orientation si la démarche reste s’éloigne de la question démarches, et explicite
claire. peu planifiée. initiale et peut justifier la cohérence entre ses
brievement ses choix actions, ses
ou changements de raisonnements et
direction. I’objectif du probleme.
4 - Mener L'éleve ne L'éleve réalise la L'éleve réalise la L'éléve fait de L'éléve essaye

plusieurs essais

s’engage pas
dans un premier
essai ou
interrompt sa
recherche apres
un essai
infructueux, sans
remise en
question ni
nouvelle
tentative.

limite de son premier
essai, mais ne
parvient pas a s’en
détacher ou a se
remobiliser pour
explorer d’autres
pistes.

limite de son premier
essai (conjecture,
stratégie, domaine
mathématique) et se
remobilise sur une
autre piste qui lui
semble pertinente
pour poursuivre la
recherche en
dépassant la limite
du premier essai.

nombreux essais et les
compare pour chercher
une régularité qui
pourrait apparaitre.

d’organiser et relier
entre eux ses différents
essais pour formuler
une conjecture, voire
élaborer des preuves de
ses conjectures.

5 - Utiliser les
ressources
mises a
disposition
(cahiers,
manuels,
matériel a
manipuler, etc.)

L'éléve n'utilise
pas de ressources
mises a
disposition ou les
utilise sans lien
avec le probleme
a résoudre.

L'éleve utilise une
ressource
uniguement sur
incitation de
I'enseignant.

L'éleve mobilise
certaines ressources
pertinentes apres
une aide ou une
relance demandée a
I'enseignant.

L’éléve utilise
spontanément les
ressources mises a
disposition et s’en sert
en tatonnant, sans
stratégie prédéfinie.

L’éleve fait le lien entre
les ressources et
I'objectif de la
recherche, sélectionne
celles qu'il juge
pertinentes et s’en sert
pour orienter sa
recherche, mener des
essais, valider ou non
ses conjectures, etc.

6 - Faire
référence a des
connaissances
antérieures

L'éléve ne
mentionne pas de
liens avec ses
connaissances
antérieures.

L'éleve fait le lien
entre I'objectif de la
recherche et les
grands thémes
mathématiques
mentionnés
explicitement dans
I"énoncé qu'il a
travaillés dans le
passé.

L'éleve fait le lien
entre I'objectif de la
recherche et des
grands thémes
mathématiques qu'il
reconnait dans ses
démarches de
recherche.

L'éléve mobilise, méme
partiellement ou de
maniére encore confuse,
d’autres themes
mathématiques (des
propriétés ou notions
mathématiques plus
pointues) étudiés
auparavant susceptibles
d’orienter ses pistes de
recherche ou d’étayer
son raisonnement.

L'éleve fait référence a
ses connaissances
antérieures d’une part
pour définir I'objet de sa
recherche/tester des
pistes, d'autre part pour
valider ses conjectures
et construire son
raisonnement/sa
démonstration.
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Chercher? Ca s’apprend... et ca s'évalue!

Analysons maintenant, a ’aide de cette grille,
quelques brouillons d’éleves, traces de leur acti-
vité mathématique pendant la phase de recherche
individuelle du probléme. Cette analyse est réa-
lisée sur les brouillons sans aucune observation
du travail et de I'attitude des éléves concernés.
Certains criteres ne peuvent donc pas étre obser-
vés, en particulier les criteres 1 et 5. Nous nous
concentrerons donc sur les criteres 2, 3, 4 et 6.
11 est certain que 1’observation in situ des éléves
lors de cette phase de recherche ou a l’aide d’une
vidéo pourrait permettre d’affiner ’analyse mais
il est aussi intéressant de constater tout ce qu'’il
est possible de mettre en évidence sur le brouillon
réalisé en une dizaine de minutes. Pour cet article,
nous avons choisi quatre brouillons significatifs
du travail réalisé par les éleves des deux classes
concernées.

La recherche des éleves

Brouillon de la recherche individuelle de Y.

o f,ﬁj. \an&v& DS N ke S SN 9 e /A oageun

Figure 3. Brouillon de la recherche individuelle de Y.

Cet éleve a bien compris 1’énoncé (niveau ma-
nifeste du critére 2) et se lance dans des expé-
riences multiples (niveau révélateur du critére
4). 11 utilise les résultats de ses expériences pour
réfuter les résultats qu’il a préalablement conjec-
turés. Ainsi, la premiére phrase catégorique « oui
c’est possible, nous devons multiplier la longueur
et la largeur » est barrée du fait du résultat d’une
autre expérience (niveau révélateur du critere 3,
il ajuste sa recherche). La référence aux nombres
pairs et impairs montre un niveau en progression

pour le critére 6. On peut considérer que cet éleve,
confronté a un probleme pour lequel il ne connait
pas a priori les mathématiques sous-jacentes, est
capable d’engager une recherche.

Brouillon de la recherche individuelle de B.
Zene de recherche individuelle :

3724 4

g(‘.ufé’ QUK

Figure 4. Brouillon de la recherche individuelle de B.

Le brouillon de B. ne laisse pas beaucoup de
traces. B. n’a fait qu'une expérience (celle propo-
sée dans I’énoncé), il donne le résultat sans ques-
tionner ’exemple et les mesures particuliéres du
billard dessiné. Est-il entré dans une recherche
quelconque ? Son brouillon ne le laisse pas penser,
les critéres 2 et 3 sont au niveau en progression,
émergent pour le critere 4 et non observable pour
le critere 6. Des conseils seront sans doute néces-
saires pour qu'’il ose rentrer dans une recherche
de probleme. Par exemple, on pourrait lui suggé-
rer de faire varier les dimensions du billard pour
explorer différents exemples. On peut effective-
ment faire I’hypotheése qu’il n’a pas compris ce
que signifie « en fonction des dimensions » dans
I’énoncé.

Brouillon de la recherche individuelle de L.

A

/

5= Piarte
= =digand /

Question : existe-t-il un moyen
lumineux dans e billard e

Zonege recherche individuelle :

Ou, wf/[%\; ST R on Samts S oo
D\/b\Z/I‘\> ‘ )

1X5= 6 RN

Figure 5. Brouillon de la recherche individuelle de L.
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Dans le brouillon de L., nous pouvons observer
que le probléme n’est pas vraiment compris : 1’'ob-
jectif est compris mais le tracé des trajectoires
du rayon lumineux n’est pas réalisé correctement
sur les deux essais que L. a choisi de faire. Le cri-
tere 2 est donc insuffisant. Cette difficulté initiale
constitue un obstacle pour la recherche : 1’éleve
propose des exemples qui ne peuvent pas lui per-
mettre d’avancer dans la recherche du probléme
(niveau émergent pour les criteres 3 et 4). Il est
important de noter cette difficulté pour souligner
I'importance des deux premiers criteres dans 1'éva-
luation de cette compétence. Elle montre aussi
la nécessité de faire le point avec tous les éléves
sur la compréhension du probleme qu’ils sont en
train de chercher.

Brouillon de la recherche individuelle de S.

Zone de recherche individuelle : ‘

Figure 6. Brouillon de la recherche individuelle de S.

Nous pouvons constater sur le brouillon de S. que
le probléme est bien compris (niveau révélateur
du critere 2) et que sa recherche est orientée par
différents essais effectués (niveau en progression
du critere 3). On peut méme constater que ces
essais successifs ont permis d’émettre des conjec-
tures, de les réfuter et d’en émettre d’autres
(niveau en progression pour le critére 4). Mais
S. reste au niveau des expériences en ne ques-
tionnant pas la nature des variables qu’il mani-
pule. S. écrit « ca dépend de l’aire du rectangle ».
La compétence est globalement insuffisamment
atteinte, un travail supplémentaire et des aides
méthodologiques seront sans doute nécessaires
pour faire rentrer cet éléve plus profondément
dans la maitrise de la compétence.

Ainsi, a l'issue d’une phase individuelle de
recherche, nous voyons des comportements variés.

« Depuis une attitude montrant une difficulté a
comprendre I’énoncé et aborder la recherche
d’un probléme, se traduisant par une réponse
conforme a un contrat didactique largement ré-
pandu : « une opération doit permettre de don-
ner un résultat que le professeur devra valider
ou non »; c’est le cas représenté par B.

« En passant par une compréhension partielle du
probléme et de son objectif. C’est le cas de L. qui
montre toute I'importance au niveau de 1’ensei-
gnement de s’assurer que le probleme cherché
est bien celui qui est proposé.

o En passant aussi par un comportement d’essais
sans questionnement explicite des résultats des
expériences réalisées; c’est le cas de S.

« En allant jusqu’a une maitrise partielle ou com-
plete de la compétence qui doit permettre
de rentrer dans une recherche et de propo-
ser des conjectures déja vérifiées; c’est le cas
de Y. méme si un travail est encore nécessaire
pour relier théories et expériences dans un but
de résolution complete du probleme.

Lanalyse de ces brouillons met en évidence le po-
sitionnement des éleves confrontés a la recherche
d’un probléme, méme s’il n’est pas définitif. La
suite du travail réalisé en classe montre que le tra-
vail de groupe peut permettre de re-questionner
le travail individuel des éleves pour les entrainer
vers de nouvelles recherches. C’est en regardant
les affiches réalisées apres une demi-heure de
recherche et de rédaction que nous pouvons éva-
luer 'efficacité du couple (recherche individuelle,
recherche collective).

Nous pouvons voir que pour certains groupes,
la recherche n’a pas dépassé le niveau d’émer-
gence; quelques pistes semblent apparaitre mais
elles n’ont pas été creusées (figure[7). Il n’y a, par
exemple, pas d’exhibition de contre-exemple pour
invalider leurs résultats basés sur la parité.
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Figure 7. Affiche d’un groupe d’éleves.

Pour d’autres groupes, la recherche collective permet de décrire différents cas étudiés et d’en faire
émerger des résultats généraux; en l'occurrence l'affiche suivante (figure[8) s’appuie sur des exemples
variés pour faire émerger des conjectures partielles, mais les éleves n’ont pas fait apparaitre d’arguments
généraux qui pourraient valider leurs résultats.
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Figure 8. Affiche d’un groupe d’éleves.
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Mais pour d’autres groupes, la confrontation des expériences et des résultats permet progressivement
d’affiner la « théorie » (comme indiqué sur la figure [9) et de donner un résultat général qui n’est mis en
défaut par aucun des exemples utilisés par les éleves. La compétence est déja largement satisfaisante,
I’étape ultime sera alors de chercher les raisons pour lesquelles le résultat est correct.
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Figure 9. Affiche d’un groupe d’éléves.

Conclusion

Pour reprendre affirmativement le titre de cet article, Chercher ¢a s’apprend... et ¢a s’évalue !, c’est ce
que nous avons voulu mettre en évidence dans la rapide étude de cas qui est proposée. L'utilisation de
grilles critériées par I’enseignant permet a la fois d’évaluer les compétences des éleves mais aussi de
leur proposer des jalons pour diriger leurs recherches. L'évaluation formative proposée, mise en ceuvre
par le professeur, prend tout son sens puisqu’elle permet, en rendant 1’éléve acteur, de développer les
compétences du « savoir apprendre », ici « chercher » [6] en respectant les dimensions essentielles de
I’évaluation formative :

o une dimension de continuité qui fait partie intégrante de 1’enseignement, du processus continu
d’apprentissage;

« une dimension de régulation qui permet de mettre en place un processus d’ajustement tenant compte
des rétroactions entre éléves et avec I’enseignant;

« une dimension collaborative qui se décline autour d’une collaboration entre éleves, mais aussi permettant
d’identifier les obstacles et les raisonnements de leurs pairs;

« une dimension participative de ’éléve en incitant 1’éleve a se positionner face a ses démarches et ses
décisions et de fait en le rendant responsable de son apprentissage.
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Chercher? Ca s’apprend... et ca s'évalue!

Ces grilles sont aussi un outil d’observation et
d’analyse du travail effectué dans les travaux de
groupes comme le montre I’analyse proposée dans
cet article. Bien siir, les limites de cette narration
proviennent d'une focalisation uniquement sur les
traces écrites qui doit étre complétée par d’autres
moyens d’observation, en particulier de l’oral.

La grille proposée est encore en cours de dé-
veloppement et pourra étre améliorée notam-
ment en l'utilisant, par des professeurs dans
leurs classes, par des chercheurs pour affiner
des analyses et par des conseillers pédagogiques
pour rendre compte précisément des progrés que
les éleves peuvent déployer dans cette compé-
tence tellement fondamentale en mathématiques :
chercher!
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